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Abstract:

This paper sets out different contexts
where mathematics helps create a thinking
and reasoning habit, with special emphasis
on problem solving. Intelligence is thought
to be connected to problem solving ability
and so we are interested in the relation-
ship between intelligence and mathemat-
ical problem solving. These problems will
be posed in a broad sense, not just consid-
ering classical written problems hut also
problems that appear in situations such as
chess, magic tricks, and board games. These
settings motivate students better, solving
them requires different approaches, and
they relate to other fields of knowledge. This
paper reports on our experience of posing
problems and reasoning with gifted students
through magic tricks based on mathemati-
cal ideas and we give some examples of the
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activities we have done with them. We also
present recreational mathematics as a dis-
cipline that promotes student motivation
and increases curiosity and inquiry. We show
some ideas from Miguel De Guzman, Martin
Gardner, and Raymond Smullyan that have
been used in different frameworks. We de-
scribe some games that have been shown to be
useful tools for creating reasoning schemas,
presenting the particular case of chess as
an educational tool. Finally, we set out some
conclusions about the introduction of new
materials, methods, and ideas for solving
problems and we formulate a proposal for
continuing this work and applying it in the
classroom.

Keywords: educational resources, problem
solving, cognitive procedure, recreational math-
ematics, practical intelligence, mind games.
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Resumen:

Este articulo presenta diferentes contex-
tos donde las matematicas ayudan a crear
un habito de pensamiento y razonamiento,
con ramificaciones en la resolucion de pro-
blemas. La inteligencia se asume asociada a
la capacidad de resolucion de problemas y
es por esa razon que nos acercamos a la re-
solucién de problemas matematicos. Estos
problemas seran planteados en un sentido
amplio, no restringiéndonos a los enuncia-
dos clasicos, sino también a situaciones pro-
blematicas que pueden aparecer en juegos
como el ajedrez, juegos de magia y juegos
de mesa y tablero, que son mas motivado-
ras para los estudiantes y que requieren del
uso de diferentes técnicas de resolucion,
ademas de estar interconectadas con otros
ambitos de conocimiento. Se expone la ex-
periencia de planteamiento de problemas y
razonamiento a través de juegos de magia
basados en ideas matematicas, llevada a
cabo con estudiantes de altas capacidades, y

se proporcionan algunos ejemplos concretos
de actividades que se han realizado con es-
tos estudiantes. Se presenta la matematica
recreativa como una disciplina que abunda
en la motivacion de los estudiantes y el fo-
mento de la curiosidad y la indagacién. En
esta linea, comentamos algunas ideas de M.
De Guzman, M. Gardner y R. Smullyan que
se han utilizado en diferentes contextos. Se
explican algunos juegos que se han demos-
trado de utilidad en la creacion de pautas de
razonamiento, exponiendo el caso concreto
del ajedrez como herramienta educativa. Fi-
nalmente, se exponen conclusiones sobre la
introduccién de nuevos materiales, métodos
e ideas con el objeto de resolver problemas y
se formula una propuesta de continuidad y
aplicacion en el aula.

Descriptores: recursos educacionales, reso-
lucion de problemas, proceso cognitivo, mate-
matica recreativa, inteligencia practica, juegos
de ingenio.

1. Introduction

Many students find mathematics
difficult. This could be because it is a
subject in which it is necessary to un-
derstand concepts and know how to
apply them rather than memorising
information, definitions, and proce-
dures. There is no single definition of
intelligence and different experts in
the field often emphasise different as-
pects of one definition or another. Com-
bining some of these ideas, intelligence
is sometimes defined as a very gener-
al mental capacity that involves being

able to reason, plan, solve problems,
think abstractly, understand complex
ideas, learn quickly, and learn from
experience. All of the capacities men-
tioned in this description are inher-
ent to mathematical problem solving.
This might be why mathematics and
its difficulty are often linked to intel-
ligence; however, we do not set out to
uphold this position here but instead
simply to show the relationship that
exists between the two: Even though
mathematics is often regarded as com-
plicated, the mathematics curriculum
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for compulsory secondary education
(ESO) in Spain and for the Spanish
baccalaureate is accessible to any stu-
dent who studies these subjects, but it
is also common to find students who
require more. Pedro Puig Adam, one of
the pioneers of the study of mathemat-
ical education in Spain, said as early
as 1951 that “Mathematics is the fil-
ter through which man studies natural
phenomena; for their infinite complex-
ity it substitutes the schematic sim-
plicity of rational entities that logical
reasoning can consider with ease; once
the fruits of this process have been ob-
tained, they can be interpreted in the
field of reality” (Puig, 1951, p. 4). Luis
Santalo (1966, p. 14) stated that “Do-
ing maths is solving problems,” placing
this problem solving in a broad context
“where mathematical concepts can
appear, depending on the case, as the
consequence of a problem or as a method
for solving future problems, intro-
duced as examples or as applications”.
We will return to these ideas below but
we must emphasise that language is
important: when confronting a prob-
lem, we must first understand what it
is asking us to do, and to do this it is
necessary to dominate language. Then
we must solve the problem, and math-
ematical formalism is very useful for
doing this. This uses a particular lan-
guage that simplifies writing. Finally,
we must interpret the solution and,
to do this, again adapt mathematical
language to everyday language. These
ideas were also gathered and expand-
ed on by Miguel de Guzman in various
writings, including academic articles,

books aimed at teachers, and other
books — also very important — in-
tended for students but with extracur-
ricular content: books with different
problems, which showed cases of math-
ematics that changed the outlook on its
application without necessarily intro-
ducing concepts different than those
normally covered in class. Challenges,
connections, generalisations, and ap-
plications are proposed. Mathematics
is approached in this way as a body of
knowledge that inspires thought and
goes beyond the Proposition-Demon-
stration-Example scheme through
which it is often demonstrated. Indeed,
Guzmaéan was the creator and promotor
of Spain’s Royal Academy of Sciences’
ESTALMAT programme for stimulat-
ing mathematical talent. In his words
“it is in the solving of problems that
we can acquire the true taste that
has attracted and continues to attract
mathematicians from all periods. From
it, motivations, attitudes, habits, and
ideas for developing tools, in a word,
the very life of mathematics, can de-
rive” (De Guzman, 1984, p. 12).

The National Council of Supervisors
of Mathematics (1977, p. 2) also stat-
ed that “Learning-to solve problems-is
the principal reason for studying math-
ematics” and it may be that the most
capable students, who need challenges,
feel inclined to resolve and propose
mathematical problems “taking into
account the complex intellectual ac-
tivity, the nature of difficulties which
the student faces in solving problems
is varied, ranging from perceptual
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difficulties to those concerning his cog-
nitive self-regulation” (Caprioara, 2015,
p. 1859). Furthermore, problem solv-
ing is something that can be learnt.
While it is true that certain individuals
have a greater gift for certain types of
reasoning than others, there are tech-
niques for solving mathematical prob-
lems that might or might not be applic-
able in everyday life. In this respect,
George Pdélya, one of the most impor-
tant scholars of the solving of mathe-
matical problems and a major figure in
problem solving techniques, notes that
“the space devoted by popular newspa-
pers and magazines to crossword puz-
zles and other riddles seems to show
that people spend some time in solving
unpractical problems. Behind the de-
sire to solve this or that problem that
confers no material advantage, there
may be a deeper curiosity, a desire to
understand the ways and means, the
motives and procedures, of solution”
(Pélya, 1965).

In line with Polya, we will consider
problem solving in a broad sense here.
Not all of the problems we will refer to
involve interpreting a text, formulat-
ing a model, doing calculations, finding
a mathematical solution, and return-
ing to the problem with words. Expe-
rience shows us that there are many
different ways of posing problems and
doing reasoning exercises. Sometimes
the problem actually relates to state-
ments where algebraic relations must
be used, while in other cases the prob-
lems are geometric and can be solved
with a ruler and compasses or with oth-

er instruments. A mathematical prob-
lem might sometimes involve explain-
ing (or finding out) why a certain thing
happens (a theoretical problem can be
closely related to proving a mathemat-
ical result, but it can also tell us what
the basis of a magic trick using cards
is). Other problems can involve making
all of the faces of a cube the same colour,
as Professor Erno Rubik did with his
architecture students. The famous
object we now regard as a toy was actu-
ally designed so that Rubik’s students
could experiment with three-dimen-
sional objects and rotations in space.
The cube has ceased to be a problem
as people who can solve it quickly have
memorised the movements they have
to do: after examining the cube they
can return it to its initial position us-
ing an algorithm. But there was a mo-
ment when the mathematician David
Singmaster (1981), using a suitable
notation, solved the problem of making
each face of the Rubik’s cube the same
colour. Similarly, chess and other board
games can be used for mind training.
We will discuss some of these experi-
ences below.

In this article we not only describe
the state of the question and the ben-
efits of solving problems, posed in un-
conventional ways, for developing in-
telligence. We use examples selected
from experience, which are intended to
be of use for teachers, who we also hope
will consider this methodology in depth
and make their own proposals for re-
solving mathematical problems under-
stood in a broad sense.
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2. Recreational maths and the
legacy of Martin Gardner

For 25 years, Martin Gardner wrote
the mathematical games column in
the journal Scientific American and it
has been said of him that he “turned
thousands of children into mathemati-
cians and thousands of mathemati-
cians into children”. This column of
mathematical games did not really con-
tain simple games. Instead it present-
ed big ideas that can be thought of as
games but which contain an important
mathematical element. To give one ex-
ample, it was in his column that the
RSA cryptographic method was made
known. This is now used, for example,
in digital signature protocols. The idea
of teaching mathematics through in-
teresting problems with an element of
surprise and that could challenge the
reader did not originate with Gardner
and the 20th century. “Fun” problems
are posed in the Liber Abaci by Fibo-
nacci and in De Viribus Quantitatis by
Luca Pacioli and Leonardo da Vinci, a
book which also contains the first men-
tion in literature of a magic trick using
cards.

Gardner was an expert in choosing
interesting problems that have appeal
for the reader. He was also an expert on
the work of Lewis Carroll and rescued
many of his puzzles and word games for
the general public (Carroll, 1885/2002,
1895/2014). Students are often accus-
tomed to problems having a solution
and also having just one solution. This
is not always so in everyday life and
Gardner gives an example of this:

If 6 cats catch 6 mice in 6 minutes,
how many cats would you need to catch
100 mice in 50 minutes?

A first solution is that 12 cats are
needed. The idea of proportionality
(and averages) tells us that 6 cats catch
1 mouse per minute. Therefore, 6 cats
would catch 50 mice in 50 minutes and
so we would need 12 cats to catch 100
mice in 50 minutes.

But... maybe what happens is that
one cat catches a mouse in 6 minutes.
Therefore, 1 cat will catch 8 mice in 50
minutes (it would actually take 48 min-
utes, but the cat would not have time
to catch any more in the remaining 2
minutes). So, to catch 100 mice in 50
minutes, we would need 100/8 cats.
Taking into account that the number of
cats always has to be a whole number,
we find that we need 13 cats (12 would
only catch 96 mice).

This is an example he gives for rea-
soning and seeking different solutions.
With it we stimulate ingenuity and it
also shows how precisely mathematical
problems have to be posed and that it
is often necessary to make additional
suppositions to those contained in the
question.

This problem, which is original to
Gardner, uses a completely different
line of thinking — geometrical reason-
ing:

Draw a single line (not necessarily
straight) that divides the figure into
two parts of the same shape.

G/-6G ‘120z Il4dy-Aienuer ‘g/z “u ‘g/ Jeak

% eiSo3epad ap ejouedsa ejsinal

<P

63 EV



year 79, n. 278, January-April 2021, 59-75

Ly
o0
o
o0
(]

o
[}
Q.
[}

o

s
o

<
(3]
[=3
(%2}
[}
©

=

@
>
[}
£

64 EV

Fernando BLASCO

GrapH 1. Geometrical figure.

Source: Own elaboration.

When approaching this problem we
could perhaps print the figure and cut it
into parts that are the same shape using
scissors. The problem is not difficult, but it
obliges us to think geometrically. Following
Polya’s (1965) four step process for solving
problems, we could start by calculating the
area of this shape, and so we will know what
the area of each of the parts we will separate
it into must be. This can give us a clue and,
if we are desperate, we could always consult
the original (Gardner, 1994).

Gardner has many books in which he
sets interesting problems, but he also has
articles that help with teaching practice,
like one in which he suggests using packs
of playing cards to model mathematics
(Gardner, 2000). Martin Gardner was not
a mathematician but rather a philosopher
and journalist with a strong interest in sci-
ence, as he had wanted to study physics at
university but owing to circumstances could
not. His greatest merit was finding good
problems and asking good questions, solving

H them or asking other mathematicians how

they would solve them. Once he understood
it, he had a special gift for sharing the math-
ematics he had learned. Again we find that
the language of mathematics is fundamen-
tal. Every year all over the world, people
pay homage to him in the “Martin Gardner
Celebration of Mind”. The name is a play on
words. And again it is linked to the mind and
intelligence.

3. Experience with gifted and talen-
ted students: mathematical magic
Everyone has different capacities
or talents. Mathematical talent might
emerge by itself, but it must also be
taught. Since 2006 we have cooperated
with PEAC, a programme for education-
al enrichment for gifted and talented
students in the Community of Madrid.
Many of the students who participate in
the programme are, in some way, enthu-
siastic for mathematics, but the spirit of
the programme is intended to build
other capacities and explore transdisci-
plinary knowledge. For this reason, the
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topics we have covered in the sessions with
the students have focussed on examples
of mathematics that have a strong com-
ponent in other disciplines. When work-
ing on illusionism effects we encourage
a specifically artistic vein. When people
perform a magic trick, they have to think
about their voice, how they interact with
spectators, and how they act on stage at
the same time as having to be vigilant
of many details of what is happening
around them.

The fact that the magic tricks pre-
sented have a mathematical basis also
provides reasons for working out how
a particular trick works. These educa-
tional enrichment programmes cover
the education of students aged between
6 and 18. We observe a decrease in num-
bers attending in higher years. We have
found that mathematical magic sessions
work quite well with them. Possibilities
range from geometrical or topological
games with strings to games that can
be done with paper and pencil and also
card tricks (Alvarez et al., 2002; Blasco,
2016). As well as presenting a session
every year at the PEAC, we have also
collaborated with the FANJAC associa-
tion in Girona (Duran, 2017), where we
helped design an extracurricular pro-
gramme on illusionism and education
for a complete range of levels from year
1 of primary education up to year 2 of
the Spanish baccalaureate. Obviously
different games work with different age
groups. While games involving colours
or simple mathematical operations work
best with younger children, with older
ones studying combinations of cards or

using them as models for questions re-
lating to probability works much better.

We will include a small sample of the
teaching resources cards can provide.
Our students often know a card trick in
which 21 cards are dealt into three piles.
The description we give here is so that
readers can try it themselves, but follow-
ing similar steps the trick will also work,
with an obvious adaptation, if you do it
with another person.

Take a pack of cards and take any
21 cards from it. Shuffle these 21 cards,
take one of them, look at it make a note
of it or remember it. Put it back with
the other 20 cards and shuffle them
again. Now deal the cards, face up, into
three stacks, making a note of the stack
where the chosen card is. Take the stack
containing the chosen card, put it in
between the other two, and repeat the
process: deal again, face up into three
stacks, making a note of which one con-
tains the chosen card. Do this operation
one last time: deal the 21 cards into
three stacks, making a note of which
one contains the chosen card, and place
this stack in between the other two.
Now put the 21 cards face down and put
the top 10 cards to one side. The card
that is now in the top place in the pack
(in reality, number 11) is the one that
was chosen at the start.

This trick is a classic. It often fea-
tures in the magic sets people give to
children and was described by Claude
Gaspard Bachet de Méziriac in one of
the first books of recreational magic

G/-6G ‘120z Il4dy-Aienuer ‘g/z “u ‘g/ Jeak

eiSo3epad ap ejouedsa ejsinal

;
Iep

65 EV



3
oo
o
o0
]

o
()
Q.
2]

o

S
o

=
[3°]
o
%]
()
o]

-

2
>
(5]
£

year 79, n. 278, January-April 2021, 59-75

Fernando BLASCO

(Bachet, 1612/1884). This trick helps in-
troduce the concept of iterative process-
es: the same operation is repeated three
times. In effect, you deal into three
stacks, make a note of which stack the
chosen card is in, and you put this stack
between the other two. This set of in-
structions could also be written as an al-
gorithm. This game of 21 cards also en-
ables us to discuss fixed-point theorems,
which are very important for solving
equations. We speak about a fixed point
because what happens after three iter-
ations of the process is that the chosen
card is located in the centre of the pack
and this always happens, regardless of
the initial position of the card. Doing
this enables us to introduce mathemat-
ical concepts in an entertaining way.
We could ask students to explain how
the game works, perhaps giving clues
and helping with their reasoning. To
understand a mathematical concept it
is very important to verbalise it: being
able to explain to a classmate how to
solve a mathematical problem helps to
internalise it and understand it better.
Often, when we explain something, we
realise which steps in a demonstration
that seemed obvious to us actually are
not.

We will now see what happens:

*  When 21 cards are split into three stacks,
there are seven in each stack.

*  When the stack with the chosen card is
placed between the other two stacks for
the first time, this card will be between
positions 8 and 14.

* When you deal the chosen card for the
second time, it has to be in the third,
fourth, or fifth position in its stack (re-
member that at least seven cards were
dealt before reaching it).

* When putting the stack containing the
chosen card in between the other two,
this card goes into position 10, 11, or 12
in the pack.

* When dealing for the third time into
three stacks, first deal nine cards
(three in each stack) and, depending on
whether the chosen card was in posi-
tion 10, 11, or 12, this card will end up
in the first, second, or third stack re-
spectively. Furthermore, it will always
be in the fourth position in this stack.

*  When you put the stack containing the
chosen card back in between the other
two, you move this card to position 11.

Up to here, we have analysed the
trick. But we can get more out of it:
we could ask if this can be generalised
to other situations or adapted to other
circumstances. The first thing we find is
that if we use 27 cards instead of 21, the
trick becomes more impressive. Strange-
ly, the trick with 27 cards is much less
well known than the version with 21.
The process for this trick is similar to the
previous one: shuffle the 27 cards, take
one of them and remember it. Return it
to the pack and shuffle again. Deal the
cards face up into three stacks, mak-
ing a note of which stack contains the
chosen card. Take the stack containing
the chosen card. Unlike in the previous
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trick, you can place it on top of the oth-
er two, below the other two, or between
them. Remember where you have put it
and repeat the process: deal again, face
up, into three stacks, making a note of
which one contains the chosen card. You
can put this stack at the top, in the mid-
dle or at the bottom. Remember where
you have put it. Do this operation one
last time: deal into three stacks, make
a note of where the chosen card is and
put this stack at the top, in the middle,
or at the bottom. Coding the top position
as 0, the middle as 1, and the bottom as
2 gives us a number of the form x, x, x,
(where x_represents the position of the
stack after the nth dealing). For exam-
ple, if the sequence is middle in the first
dealing, top in the second, and bottom in
the third, the coded number will be 201.
Now it is time for the magic: if we call
n = 9x, + 3x, + x, and we remove n cards
from the pack, the next one will be the
chosen card. This trick is also related to
representing numbers in ternary instead
of decimal and we can extract some oth-
er properties from it. We could even gen-
eralise it to more stacks and more cards
in each stack (Quintero, 2006). This is a
good exercise for thinking about why it
happens this way.

These are simple examples of math-
ematical magic tricks, but the area is
very broad and we can find other ex-
amples with other materials and other
techniques. It would even be possible to
prepare a magic trick to present each of
the parts of the curriculum. But it is im-
portant to take care with magic tricks:
we do not want students to think that

in mathematics you “pull things out of
your sleeve” but rather that in this dis-
cipline everything must be reasoned. It is
also necessary to take care because when
doing a magic trick we might find that
students only see the entertaining or im-
pressive part of the magic effect and that
this hides what we really want to show
as teachers: the mathematics behind the
trick. If we decide to use this technique in
class, we have to make sure the session is
very well prepared.

One of the disciplines in illusionism
is called mentalism. This type of illu-
sionist pretends to have superior mental
powers, including superior intelligence
or a particular capacity for performing
calculations. In reality, they know some
techniques that the rest of the popula-
tion does not (this is the general trend
in all branches of illusionism) but this is
precisely what makes them pass for peo-
ple with an exceptional intelligence. It is
true that capacities like memory, visual
memory, or speed of calculation are fac-
tors that can contribute to higher intel-
ligence and for some people these capac-
ities are innate, just as other individuals
can run the 100 metres in 9.58 seconds.
Nonetheless, these capacities must be
practised and there are techniques that
can help people calculate quicker (Benja-
min & Shermer, 2006; Coto, 2010). One
example is “guessing” the last digit in a
barcode: For example, the first 12 digits
of the barcode associated with the ISBN
of the book Matemagia (Blasco, 2016)
are 978843442264. Something we can
present as a magic game is asking stu-
dents to tell us the first 12 digits of a bar
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code they have and we tell them its last
digit. They remember this as divination,
but it is not really. The first 12 digits
give us enough information to deduce
the last one. This is because in any EAN-
13 bar code the sum of the digits in the
odd positions plus three times the sum
of the digits in the even positions must
be a multiple of 10. So, in the previous
example, if we call the last digit — the
unknown one — x, the ISBN of Matema-
gia is 978843442264x and by applying
the property that all of these bar codes
have and which we have just described,
the result of (9+8+4+4+2+6+x) + 3
(7+8+3+4+2+4) has to be a multiple of
10, in other words, a number ending in 0.
By doing calculations, we find that 33 +
x + 84 has to end in 0 and so x must be 3.

A game of this type has many ad-
vantages from an educational perspec-
tive: on the one hand, doing it improves
communicative skills, to do it well it is
necessary to calculate correctly, and the
student is doing sums mentally with an
important goal: deducing the hidden
number and being able to surprise oth-
er people. We do not do a set of opera-
tions simply for entertainment without
providing some added value: here we are
calculating with a goal. Furthermore, we
are working on an important concept:
the multiple of a number and its prop-
erties. The teacher could even suggest
that the students design bar codes with
other properties (these do exist in the
real world) and make their own rules.
This game (and other similar ones) also
introduces an important concept: bar

0 . : .
wd codes contain redundant information,

which mathematicians call error detect-
ing codes. This information makes it
possible to establish whether the num-
ber that identifies the article has been
correctly entered into the system. The
computer reads the 13 digits, performs
a calculation, and decides if it is a valid
barcode or if there has been a transcrip-
tion error. This is the same idea found in
serial numbers on tickets, in the letter
on Spanish national identity cards, or in
the checksum platforms provide when
you download software. These are places
where mathematics appears without us
realising it is there.

Our experience of presenting math-
ematical magic tricks with students at
different educational stages, specifically
with gifted and talented students, has
always been positive and we find that
students are interested in knowing how
the games work. In reality what we do is
solve a problem where the question does
not appear in a standard form as in oth-
er contexts. On this point, what we have
done is an experiment and a proposal.
Given the small size of the groups with
which we have done this and the impos-
sibility of providing continuity in these
programmes or using scientific meth-
ods such as control groups owing to the
programmes’ extracurricular character,
what we suggest should be regarded as a
methodological proposal.

4. Chess and other games to exer-
cise the mind

In Spain, as long ago as 1995, the
senator José Marcelino Galindo Santana
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proposed that chess should form part
of the extracurricular activities in
General Basic Education and be an op-
tion in Compulsory Secondary Educa-
tion (Senado de Espana, 1995). In 2012,
the European Parliament recommended
member states include chess in their
curricula (European Parliament, 2012),
recognising the pedagogical value of this
game. More recently, Spain’s Congress
of Deputies also unanimously approved
a parliamentary discussion document
to introduce chess in schools. Several of
Spain’s Autonomous Communities have
introduced it in their range of optional
subjects.

Owing to the particular character-
istics of chess and the people who play
it, a number of studies have heen car-
ried out that show that it has positive
effects from an educational viewpoint,
and that it helps naturally develop ap-
titudes such as memory, the ability to
concentrate, problem solving, and logi-
cal-mathematical reasoning. Machargo,
Garcia, Ramos, and Lujan (2002) stud-
ied its relationship with psychological
development, while Aciego, Garcia, and
Betancort (2012) emphasised the bene-
fits of playing this game for intellectual
and emotional enrichment. On the in-
ternational stage, Jankovic and Novak
(2019) also support the use of chess as
an educational tool. Progress is still be-
ing made every year in this field, with
new doctoral theses moving this line
of work forward (Gardiner, 2018) and
studies that quantify the relationship
between chess and mathematical train-
ing (Burjan, 2016; Rosholm et al., 2017).

Similarly, chess has been shown to be of
use as a vehicle for teaching problem
solving to students with learning diffi-
culties (Scholz et al., 2008; Storey, 2010;
Barret & Fish, 2011; Khosrorad et al.,
2014). Nonetheless, there are no unified
criteria for the usefulness of chess as an
educational tool that improves intelli-
gence. Accordingly, various studies have
been published (Gobet & Campitelli,
2006; Sala & Gobet, 2016, 2017; Jerrim
et al., 2017) that note that the method-
ology used to measure the influence of
the use of chess in mathematical edu-
cation is not adequate and that, in any
case, this influence is not significant,
in contrast to what is stated in most of
the articles on this question. Respons-
es have appeared (Bart, 2014; Subia et
al., 2019) and discussion and research
about whether or not playing chess is
good for mathematics continue.

Chess is a game that was not specif-
ically designed to improve mathemat-
ical skills. However, other games were
specifically designed to develop mathe-
matical language. Apart from the exam-
ple above of the Rubik’s cube and how
David Singmaster developed a notation
that led to its resolution, one very well-
known example is Nim (Bouton, 1901,
Baron, 1974), which involves sever-
al piles with various objects in each of
them. The game is played by two play-
ers. When it is their turn, each player
must choose a single pile and remove as
many objects as they want from it. The
key thing is that they must remove at
least one. The player who removes the
last item wins. Depending on the initial
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configuration, one player or the other number system is very useful and in
can define a winning strategy. To define this game we do directly find a connec-
this strategy, a command of the binary tion to mathematics.

GraprH 2. Nim.

Source: Own elaboration.
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Older and less well known than the titalented Piet Hein. It is said that he
Rubik’s cube is the Soma cube (Pe- came up with it while he was in a lec-
ter-Orth, 1985; Gardner, 2008; Rupérez ture on quantum physics delivered by
& Garcia, 2010), invented by the mul- Werner Heisenberg, when he started
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thinking about how he could combine
unit cubes into parts from which he
could build a larger cube. The Soma
cube comprises 7 parts, 6 of which are
made up of 4 unit cubes and 1 of just
3 unit cubes. The first proposal is to
make a cube with these parts (there are
240 ways of doing it) and from there it
is possible to think about making oth-

er shapes with these parts. The game
works in a similar way to how a tangram
is made, but the structures are made in
three-dimensional space instead of be-
ing flat. The game helps develop spatial
geometric intuition and, there are also
thought processes that make it possible
to deduce which parts can or cannot go
in a particular space.

GraPH 3. Soma cube.

Source: Own elaboration.

We have set out to identify the value
of games in setting mathematical prob-
lems and have presented two classic
games that we can tackle using resolu-
tion strategies that ultimately follow the
same patterns as the strategies for solv-
ing problems that we mentioned at the
start of this article. Games are also re-
garded as an effective tool in mathemati-
cal education but, as in the case of chess,
there are few studies based on scientif-
ic results to support this thesis, and as
Bragg observes (2012, p. 1446): “Thus, it
is important to research whether games

really are useful in teaching mathemati-
cal ideas. The research question used as
a basis for this paper is whether games
result in better learning of mathemat-
ics than do non-game activities”. In this
same article he concludes that the bene-
fit of learning based on games compared
to learning that does not use this ludic
component is statistically significant,
at least in the earlier stages of educa-
tion, which is where the experiment is
performed. This methodological doubt
appears in earlier writings by the same
author (Bragg, 2007).
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5. Conclusions

Problems, in mathematics, can ap-
pear in many distinct forms. Sometimes
a problem involves explaining why a
certain phenomenon occurs. This di-
rectly involves abstraction and deduc-
tion skills. In other cases, problems
can be posed simply as problems from
geometry; geometry requires very few
mathematical concepts and is a very
instructive discipline because it obliges
students to think spatially. We have de-
scribed our experience of promoting in-
telligence and problem solving through
mathematical magic in two distinct
areas, but we note that further research
is necessary in this area: our experience
must be quantified and supported by
the scientific method, and so there is
still work to be done.

Elaborating on this idea, we have
found that there is no unanimous po-
sition in the scientific literature re-
garding the use of chess as a tool that
significantly helps to develop mathe-
matical competences. Similarly, we have
investigated whether games are a good
tool for achieving this aim and, again in
the absence of further or more rigorous
research, we have found that certain
games do have a positive influence on
the acquisition of mathematical skills.
Especially in certain ambits.

We are aware that it is very difficult
to carry out rigorous experiments relat-
ing to the topics discussed above, but it is
also essential to continue with research
and even to publish possible negative
results: it is important to know when an

experiment has not been successful so
that different approaches can be used.
There are many mathematical games and
problems that have been used for a long
time and teachers’ experience is what
backs up their use. Perhaps now is the
time to move from this common practice
to a qualitative and quantitative analysis
of these techniques and a transdiscipli-
nary line of research can be opened.
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del lenguaje matematico
Cultivating intelligence through mathematical language
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Resumen:

Este articulo presenta diferentes contextos
donde las matematicas ayudan a crear un ha-
bito de pensamiento y razonamiento, con ra-
mificaciones en la resolucion de problemas. La
inteligencia se asume asociada a la capacidad
de resolucion de problemas y es por esa razon
que nos acercamos a la resolucién de problemas
matematicos. Estos problemas seran plantea-
dos en un sentido amplio, no restringiéndonos
a los enunciados clésicos, sino también a si-
tuaciones problematicas que pueden aparecer
en juegos como el ajedrez, juegos de magia y
juegos de mesa y tablero, que son mas motiva-
doras para los estudiantes y que requieren del
uso de diferentes técnicas de resolucion, ade-
mas de estar interconectadas con otros &mbitos
de conocimiento. Se expone la experiencia de
planteamiento de problemas y razonamiento
a través de juegos de magia basados en ideas
matematicas, llevada a cabo con estudiantes de
altas capacidades, y se proporcionan algunos
ejemplos concretos de actividades que se han
realizado con estos estudiantes. Se presenta la

matematica recreativa como una disciplina que
abunda en la motivacién de los estudiantes y
el fomento de la curiosidad y la indagacion. En
esta linea, comentamos algunas ideas de M. De
Guzman, M. Gardner y R. Smullyan que se han
utilizado en diferentes contextos. Se explican
algunos juegos que se han demostrado de utili-
dad en la creacion de pautas de razonamiento,
exponiendo el caso concreto del ajedrez como
herramienta educativa. Finalmente, se expo-
nen conclusiones sobre la introduccion de nue-
vos materiales, métodos e ideas con el objeto de
resolver problemas y se formula una propuesta
de continuidad y aplicacién en el aula.

Descriptores: recursos educacionales, reso-
lucion de problemas, proceso cognitivo, mate-
matica recreativa, inteligencia practica, juegos
de ingenio.

Abstract:
This paper sets out different contexts where
mathematics helps create a thinking and
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reasoning habit, with special emphasis on
problem solving. Intelligence is thought to be
connected to problem solving ability and so we
are interested in the relationship between in-
telligence and mathematical problem solving.
These problems will be posed in a broad sense,
not just considering classical written problems
but also problems that appear in situations such
as chess, magic tricks, and board games. These
settings motivate students better, solving them
requires different approaches, and they relate
to other fields of knowledge. This paper re-
ports on our experience of posing problems and
reasoning with gifted students through magic
tricks based on mathematical ideas and we give
some examples of the activities we have done
with them. We also present recreational math-

ematics as a discipline that promotes student
motivation and increases curiosity and inquiry.
We show some ideas from Miguel De Guzmén,
Martin Gardner, and Raymond Smullyan that
have been used in different frameworks. We
describe some games that have been shown to
be useful tools for creating reasoning schemas,
presenting the particular case of chess as an ed-
ucational tool. Finally, we set out some conclu-
sions about the introduction of new materials,
methods, and ideas for solving problems and we
formulate a proposal for continuing this work
and applying it in the classroom.

Keywords: educational resources, problem
solving, cognitive procedure, recreational math-
ematics, practical intelligence, mind games.

1. Introduccion

Las Matematicas pasan como una asigna-
tura dificil para muchos estudiantes. Quizés
porque es una asignatura en la que es nece-
sario comprender los conceptos y saber ha-
cer mas que memorizar datos, definiciones
o procedimientos. No hay una tinica defini-
cion de inteligencia y los diferentes expertos
en la materia suelen poner matices a una
u otra definicion. Reagrupando algunas de
las ideas, hay veces que se define como una
capacidad mental muy general que implica
habilidad para razonar, planificar, resolver
problemas, pensar de forma abstracta, com-
prender ideas complejas, aprender con rapi-
dez y aprender de la experiencia. Todas esas
capacidades que se mencionan en la descrip-
cién anterior son inherentes a la resolucion
de problemas de matematicas. Quizas es por
eso por lo que, a menudo, las matematicas

y su dificultad se asocian a la inteligencia;
pero no es esa la tesis que queremos defen-
der aqui, sino inicamente mostrar la rela-
cion que existe entre ambas: a pesar de que
las matematicas se consideren complicadas,
el curriculo de matematicas de ESO y bachi-
llerato es asequible a cualquier alumno que
estudie esas materias, pero también es ha-
bitual encontrar estudiantes que demandan
mas. Pedro Puig Adam, uno de los pioneros
del estudio de la educacion matematica en
Espafa, ya decia en 1951 que «La Matema-
tica es el filtro a través del cual el hombre
estudia los fendmenos naturales; sustituye
la infinita complejidad de los mismos por la
esquematica sencillez de unos entes de ra-
z0n sobre los cuales pueda discurrir cémo-
damente el razonamiento logico; obtenidos
los frutos de este, procede la interpretacion
de los mismos en el campo de la realidad»
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(Puig, 1951, p. 4). Luis Santal6 (1966, p. 14)
afirmaba que «Hacer matematicas es resol-
ver problemas», situando esta resolucion de
problemas en un contexto amplio «en que
los conceptos matematicos puedan apare-
cer, segln el caso, como consecuencia de un
problema o como un método para resolver
futuros problemas, introducidos a manera
de ejemplos o de aplicaciones». Volveremos
sobre estas ideas mas adelante pero si que-
remos resaltar que el lenguaje es importan-
te: al enfrentarse a un problema debemos
primero entender qué nos esta pidiendo,
con lo que es necesario dominar el lenguaje.
Después debemos resolverlo y, para ello, es
muy til la formalizacion matematica. Esta
usa un lenguaje particular que simplifica la
escritura. Por tltimo, debemos interpretar
la solucion y, para ello, volver a adaptar el
lenguaje matematico al lenguaje cotidiano.
Estas ideas también fueron recogidas y am-
pliadas por Miguel de Guzméan en diferentes
escritos: algunos articulos cientificos, otros
libros dedicados a profesores y otros libros,
también muy importantes, pensados para
estudiantes, pero con contenidos extracu-
rriculares: libros con problemas diferentes
y que mostraban unas matematicas que
sin introducir necesariamente conceptos
distintos de los que se explican en las aulas
habitualmente, si que cambiaban mucho el
punto de vista de su aplicacion. Se plantean
retos, conexiones, generalizaciones y apli-
caciones. Las matematicas se plantean de
este modo como un cuerpo de conocimiento
que incita a pensar y que supera el esque-
ma de Proposicion-Demostracion-Ejemplo
con el que se muestran muchas veces. No
en vano Guzman fue el creador e impulsor
del programa ESTALMAT de estimulacion
del talento matematico desde la Real Aca-

demia de Ciencias. En sus palabras «en la
resolucion de problemas es donde se puede
adquirir el verdadero sabor que ha atraido y
atrae a los matematicos de todas las épocas,
es de donde pueden resultar motivaciones,
actitudes, habitos, ideas para el desarrollo
de herramientas, en una palabra, la vida
propia de las matematicas» (De Guzman,
1984, p. 12).

También el National Council of Supervi-
sors of Mathematics (1977, p. 2) afirmaba:
«Aprender a resolver problemas es la razén
principal para estudiar matematicas» (tra-
duccién del autor)! y quizas ocurre que los
estudiantes mas capaces, que necesitan desa-
fios, se sientan inclinados a resolver y a plan-
tear problemas matematicos «Teniendo en
cuenta la compleja actividad intelectual, la
naturaleza de las dificultades a las que se en-
frenta el estudiante para resolver los proble-
mas es variada, abarcando desde las dificul-
tades de percepcion hasta las relativas a su
autorregulacién cognitiva» (traduccion del
autor) (Caprioara, 2015, p. 1859). Por otro
lado, a resolver problemas se puede apren-
der. Si bien es cierto que parece que determi-
nados individuos tienen mas facilidad para
un tipo de razonamientos que otros, existen
técnicas para la resolucion de problemas ma-
tematicos que también pueden ser aplicadas
a la vida cotidiana, o no. En este sentido,
George Polya, uno de los mayores estudiosos
de la resolucion de problemas matematicos y
un referente en técnicas de resolucion de pro-
blemas, afirma que «el espacio dedicado en
los periddicos y revistas a los crucigramas y
otros acertijos parece demostrar que el ptbli-
co dedica un cierto tiempo a resolver proble-
mas sin ningln interés practico. Detras del
deseo de resolver este o aquel problema, que
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no aporta ventaja material alguna, debe ha-
ber una honda curiosidad, un deseo de com-
prender los caminos y medios, los motivos y
procedimientos de la solucion» (Polya, 1965).

De acuerdo con Polya, aqui considerare-
mos la resolucion de problemas en un sentido
amplio. Los problemas a los que nos vamos
a referir no son todos con un texto que hay
que interpretar, formular un modelo, reali-
zar unos calculos, dar con la solucién mate-
matica y volver al problema con palabras.
La experiencia nos muestra que hay muchos
modos diferentes de plantear problemas y
de hacer ejercicios de razonamiento. En oca-
siones, el problema tendra que ver, efectiva-
mente, con enunciados en los que hay que
utilizar relaciones algebraicas, mientras que
en otros casos los problemas seran geométri-
cos, que pueden resolverse con regla y com-
pas o con otros artefactos. Algunas veces un
problema matematico puede ser explicar (o
averiguar) por qué ocurre una determinada
cosa (un problema tedrico puede estar muy
relacionado con probar un resultado mate-
matico, pero también puede decirnos cudl
es el fundamento de un juego de magia con
cartas). En otras ocasiones, el problema ma-
tematico puede consistir en poner todas las
caras de un cubo de un mismo color, como
hizo el profesor Erno Rubik con sus alumnos
de arquitectura: ese objeto de sobra conocido
que hoy se considera un juguete en realidad
se disend para que los estudiantes de Rubik
pudieran experimentar con objetos tridi-
mensionales y giros en el espacio. El cubo ha
dejado de ser un problema ya que los que son
capaces de resolverlo rapidamente han me-
morizado los movimientos que tienen que
hacer: tras examinar el cubo, son capaces
mediante un algoritmo de volver a ponerlo

en su posicion inicial. Pero hubo un momen-
to en el que el matematico David Singmaster
(1981), utilizando una notacién adecuada,
resolvio el problema de volver a poner todas
las caras del cubo de Rubik del mismo color.
Del mismo modo, el ajedrez y otros juegos de
mesa se pueden utilizar como entrenamien-
to mental. Comentaremos algunas de estas
experiencias mas adelante.

En este articulo no vamos inicamente a
describir el estado de la cuestion y los benefi-
cios de la resolucion de problemas, planteados
de formas no convencionales, para el desarro-
llo de la inteligencia. Utilizaremos ejemplos
seleccionados a través de la experiencia que
esperamos resulten de utilidad al docente y
que le sirvan para profundizar en esta meto-
dologia y llevar a cabo sus propias propuestas
de resolucion de problemas de matematicas
entendidos en un sentido amplio.

2. Matemética recreativa y el le-
gado de Martin Gardner

Martin Gardner fue quien escribié duran-
te 25 anos la columna de juegos matematicos
de la revista Scientific American y de quien se
ha dicho que «convirti6 a cientos de ninos en
matematicos y a cientos de matematicos en
ninos». Esa columna de juegos matematicos
en realidad no contenia juegos simples, sino
que en ella aparecieron grandes ideas que
pueden pensarse como un juego, pero que
encierran un importante valor matematico.
A titulo de ejemplo, en su columna fue donde
se dio a conocer el método criptografico RSA
que hoy se utiliza, por ejemplo, en protoco-
los de firma electronica. La idea de ensefar
matematicas a través de problemas curiosos,
con una pizca de sorpresa y que pudieran
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sorprender al lector, no es propia de Gardner
y del siglo xx. Encontramos planteamientos
de problemas «divertidos» en el Liber Abaci
de Fibonacci o en De Viribus Quantitatis de
Luca Pacioli y Leonardo da Vinci, libro en el
que, ademas, aparece la primera mencion en
la literatura a un juego de magia con cartas.

Gardner fue un experto en elegir proble-
mas curiosos con un cierto interés para el
lector. También era un experto en la obra de
Lewis Carroll y rescato para el gran pablico
muchos de los acertijos y juegos de palabras
de este (Carroll, 1885/2002, 1895/2014). Los
estudiantes a menudo estan acostumbrados
a que un problema siempre tiene solucion y
ademas una tnica solucion. En la vida diaria
no siempre eso es asi y una muestra de ello
es este problema formulado por él:

Si 6 gatos cazan 6 ratones en 6 minutos,
écudntos gatos se necesitardn para cazar
100 ratones en 50 minutos?

Una primera solucion es que se necesi-
tan 12 gatos. La idea de proporcionalidad
(y de media) nos viene a decir que 6 ga-
tos cazan 1 ratén por minuto. Por tanto 6
gatos cazarian 50 ratones en 50 minutos
y, asi, necesitariamos 12 gatos para cazar
100 ratones en 50 minutos.

Pero... a lo mejor lo que ocurre es que
un gato caza un ratén en 6 minutos. Por
tanto, 1 gato habra cazado 8 ratones en 50
minutos (en realidad seria en 48 minutos,
pero en los dos minutos que le sobran ya
no le da tiempo a cazar mas). Asi, para
poder cazar 100 ratones en 50 minutos
necesitariamos 100/8 gatos. Teniendo en
cuenta que el nimero de gatos debe ser
un entero llegamos a que se necesitan 13
gatos (con 12 nos quedariamos solo en 96
ratones cazados).

Este es un ejemplo que da para razo-
nar y buscar soluciones diferentes. Con
él estimulamos el ingenio y también nos
damos cuenta de la precision con que hay
que plantear los problemas de matemati-
cas y que, a menudo, hay que hacer supo-
siciones adicionales a las contenidas en el
enunciado.

En una linea de pensamiento comple-
tamente distinta, un razonamiento geomé-
trico, podemos proponer este problema
que si es original de M. Gardner:

Hacer una tnica linea (no necesaria-
mente recta) que divida la figura en dos
partes con igual forma.

GrArico 1. Figura geométrica.

Fuente: Elaboracion propia.
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Quizas a la hora de abhordar este pro-
blema podriamos imprimir la figura y
cortarla en dos partes de igual forma
con unas tijeras. El problema no es difi-
cil, pero nos obliga a pensar geométrica-
mente. Si seguimos el decalogo de Polya
(1965) para la resolucién de problemas,
podemos comenzar calculando el area
de esa figura, con lo que ya sabremos
qué area tiene que tener cada una de las
piezas en las que la separemos. Eso nos
puede dar una pista y, siempre en caso
de desesperacion, podriamos consultar
el original (Gardner, 1994).

Gardner tiene numerosos libros en
los que plantea problemas curiosos,
pero también articulos que ayudan en
la practica docente, como en el que pro-
pone utilizar barajas de cartas para mo-
delizar matematicas (Gardner, 2000).
Martin Gardner no era matematico,
sino filésofo y periodista con un marca-
do interés por la ciencia, puesto que ha-
bia querido estudiar Fisica en la univer-
sidad y, por circunstancias, no fue asi.
Su principal mérito era buscar buenos
problemas y hacer buenas preguntas,
resolverlos o preguntar a otros matema-
ticos como se resolvian y, una vez que él
lo habia comprendido, tenia un don es-
pecial para transmitir las matematicas
que habia aprendido. Otra vez encontra-
mos que el lenguaje de las matematicas
es fundamental. Cada ano se celebran
en todo el mundo homenajes a su figura
bajo el nombre de «Martin Gardner Ce-
lebration of Mind». Ese nombre vuelve
a ser un juego de palabras. Y vuelve a
estar relacionado con la mente y la in-
teligencia.

3. La experiencia con estudiantes de
alta capacidad: magia matematica

Cada persona posee capacidades o ta-
lentos diferentes. El talento matematico
puede que aflore, pero también se debe
entrenar. Desde 2006 hemos colabora-
do con el PEAC, programa de enriqueci-
miento educativo para alumnos con altas
capacidades de la Comunidad de Madrid.
Muchos de los estudiantes que participan
en el programa son, de algiin modo, afi-
cionados a las matematicas, pero el propio
espiritu del programa pretende fomentar
otras capacidades y aproximarse a un co-
nocimiento transdisciplinar. Por ese mo-
tivo, los temas que hemos tratado en las
sesiones con los estudiantes han versado
sobre matematicas que tienen una fuerte
componente en otras disciplinas. En con-
creto, al trabajar efectos de ilusionismo es-
tamos fomentando una vena artistica. Los
que representan un juego de magia deben
cuidar la voz, el trato a los espectadores,
el modo como se comportan en el escena-
rio al mismo tiempo que tienen que estar
pendientes de muchos detalles sobre lo que
ocurre a su alrededor.

El que los juegos de magia que se pre-
sentaron tengan un fundamento matema-
tico proporciona al mismo tiempo razones
para descubrir por qué funciona un deter-
minado juego. Estos programas de enri-
quecimiento educativo abarcan la educa-
cién de estudiantes entre 6 y 18 afios y se
nota un descenso del nimero de asistentes
en los cursos superiores. Hemos compro-
bado que sesiones de magia matematica
con ellos funcionan bastante bien. El aba-
nico de posibilidades abarca desde juegos
geométricos o topoldgicos con cuerdas
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hasta juegos que se pueden hacer con la-
piz y papel o también con una baraja de
cartas (Alvarez et al., 2002; Blasco, 2016).
Ademas de presentar cada afo alguna se-
sién en el PEAC, también hemos colabo-
rado con la Asociacion FANJAC en Girona
(Duran, 2017), en la que ayudamos a di-
sefiar un programa extracurricular sobre
ilusionismo y educacién para un catalogo
completo de cursos: desde 1.2 de Primaria
hasta 2.2 de Bachillerato. Obviamente, con
edades distintas funcionan juegos diferen-
tes. Mientras que con los mas pequefos
funcionan juegos en los que intervienen
los colores u operaciones matematicas
sencillas, con los mayores funciona mucho
mejor el estudio de las mezclas de cartas o
utilizar estas como modelos para cuestio-
nes relacionadas con probabilidad.

Vamos a incluir una pequena muestra
del recurso didactico que pueden supo-
ner los naipes. Es frecuente que nuestros
alumnos conozcan un juego de cartas en
el que se reparten 21 cartas en tres mon-
tones. La descripcién que se hace aqui es
para que el lector «se haga el juego a si
mismo» pero funcionaria con una adap-
tacién obvia si, siguiendo pasos similares,
hacemos el juego a otra persona.

Se coge una baraja y nos quedamos con
21 cartas cualesquiera de ellas. Mezclamos
esas 21 cartas y cogemos una de ellas, la
miramos y la apuntamos o recordamos. La
ponemos de nuevo con las otras 20 cartas
y mezclamos de nuevo. Ahora repartimos
las cartas, cara arriba, en tres montones,
fijandonos en qué montén queda la carta
elegida. Cogemos el montén en el que se
encuentra la carta elegida, lo situamos en

el centro de los otros dos y repetimos la
operacion: repartimos otra vez, cara arri-
ba, en tres montones, fijindonos en cual
de ellos est4 la carta elegida. Hacemos esa
operacion una tltima vez: repartimos en
tres montones las 21 cartas, fijandonos
en donde se encuentra la carta elegida y
situamos ese montén en el medio de los
otros. Ahora ponemos las 21 cartas dorso
arriba y desechamos las 10 superiores. La
carta que ocupa ahora la posicion superior
del paquete (en realidad, la nimero 11) es
la que se habia elegido al principio.

Este juego es un clasico, aparece habi-
tualmente contenido en las cajas de magia
que se regalan a los pequefos y aparecia
ya descrito por Claude Gaspard Bachet
de Méziriac en uno de los primeros li-
bros de matematica recreativa (Bachet,
1612/1884). Por un lado, este juego nos
ayuda a introducir el concepto de proceso
iterativo: repetimos las mismas operacio-
nes tres veces. En efecto, repartimos en
tres montones, nos fijamos en qué monton
esta la carta elegida y situamos ese monton
en el centro de los otros dos. Ese conjunto
de instrucciones podriamos escribirlo tam-
bién en forma de algoritmo. Este juego de
las 21 cartas también permite hablar de
teoremas de punto fijo, que son muy im-
portantes en la resolucion de ecuaciones.
Hablamos de punto fijo porque lo que ocu-
rre tras la ejecucion de tres iteraciones del
proceso es que la carta elegida se sittia en
el centro de la baraja, y eso sucede siempre
asi, independientemente de cual fuera la
posicion inicial de la carta. De este modo,
estamos introduciendo, de una forma ame-
na, conceptos matematicos. Podriamos
pedir a los estudiantes que explicaran por
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qué funciona el juego. Quizas dando pistas
y ayudandoles en sus razonamientos. Para
comprender un concepto matematico es
muy importante verbalizarlo: el poder ex-
plicar a otro compafnero como se resuelve
un problema matematico ayuda a interio-
rizarlo y comprenderlo mejor. A menudo,
cuando explicamos, nos damos cuenta de
que pasos de una demostracion que nos pa-
recian obvios resulta que no lo son tanto.

Vamos a observar qué es lo que ocurre:

* Al repartir veintiuna cartas en tres
montones, habra siete en cada monton.

* Al situar el montén de la carta elegida
entre los otros dos montones por pri-
mera vez, lo que hacemos es que dicha
carta se encuentre entre las posiciones
8y 14.

* Cuando repartimos por segunda vez, la
carta elegida se sitiia necesariamente
en la posicién tercera, cuarta o quinta
dentro de su montén (recordemos que
antes de llegar a ella se habian reparti-
do al menos siete cartas).

Al poner el monton en el que esta la
carta elegida en medio de los otros dos,
llevamos esta carta a la posicion 10, 11
0 12 dentro del mazo.

Al repartir por tercera vez en tres mon-
tones, repartiremos primero nueve
cartas (tres en cada monton) y, depen-
diendo de si la carta elegida estaba en
la posicién 10, la 11 o la 12, dicha carta
ird a parar al primer, segundo o ter-
cer monton respectivamente. Ademas,

siempre estara en la cuarta posicién de
ese monton.

¢ Al volver a poner el monton en el que
esta la carta elegida en el medio de los
otros dos, estamos llevando dicha carta
a la posicion 11.

Hasta aqui hemos analizado el juego.
Pero se puede aprovechar mas: podriamos
preguntarnos si es generalizable a otras
situaciones o adaptarlo a otras circunstan-
cias. Lo primero que encontramos es que,
si en vez de utilizar 21 cartas utilizamos
21, el juego gana vistosidad. Curiosamen-
te, el juego de 27 cartas es mucho menos
conocido que el juego de 21 cartas. El pro-
cedimiento de este juego es similar al an-
terior: mezclamos las 27 cartas, cogemos
una de ellas y la recordamos. La devol-
vemos al mazo y mezclamos. Repartimos
las cartas, cara arriba, en tres montones,
fijandonos en qué montén queda la carta
elegida. Cogemos el montén en el que se
encuentra la carta elegida y, a diferencia
del juego anterior, podemos situarlo en-
cima de los otros dos, debajo de los otros
dos o en el medio de ellos. Nos acordamos
de dénde lo hemos puesto y repetimos la
operacion: repartimos otra vez, cara arri-
ba, en tres montones, fijandonos en cual de
ellos esta la carta elegida. Ese monton po-
demos ponerlo arriba, en medio o abajo y
lo recordamos. Hacemos esa operacion una
tltima vez: repartimos en tres montones,
nos fijamos en dénde se encuentra la carta
elegida y situamos ese monton arriba, en
medio o abajo. Codificando 0 como arriba,
1 como en medio y 2 como abajo obtene-
mos un nimero de la forma x, x, x, (donde
x. representa la posicién del montén tras
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el i-ésimo reparto). Por ejemplo, si la se-
cuencia fuera centro en el primer reparto,
arriba en el segundo y abajo en el tercero
nuestro nimero codificado seria 201. Pues
bien, ahora es cuando viene la magia: si
llamamos n= 9x, +3x, +x, y retiramos n
cartas de la baraja, la siguiente sera la car-
ta elegida. Este juego también tiene que
ver con la representacion de nimeros en
sistema ternario en vez de en sistema deci-
mal y podemos extraer de él algunas otras
propiedades. Podriamos, incluso, generali-
zarlo para mas montones y mas cartas en
cada monton (Quintero, 2006). Es un buen
gjercicio pensar por qué funciona de esta
manera.

Estos son simples ejemplos de juegos
de magia matematica, pero el area es muy
amplia y pueden encontrarse ejemplos con
otros materiales y otras técnicas. Seria
posible, incluso, preparar un juego de ma-
gia para presentar cada una de las partes
del curriculo. Pero también hay que tener
cuidado con los juegos de magia: no nos
interesa que los estudiantes piensen que
en matematicas las cosas «se sacan de la
manga» sino que en esta disciplina todo
debe ser razonado. También hay que tener
cuidado porque al hacer un juego de magia
podemos llegar a que solo se vea la parte
ladica o sorprendente del efecto mégico y
que este oculte lo que realmente deberia-
mos mostrar como docentes: la matemati-
ca que hay debajo del juego. Si decidimos
usar esta técnica en clase debemos tener
muy bien preparada la sesién.

Una de las disciplinas del ilusionismo
es la llamada mentalismo. Este tipo de
ilusionistas simula tener poderes menta-

les superiores, incluyendo entre ellos una
inteligencia superior o una determinada
capacidad para el calculo. En realidad, co-
nocen algunas técnicas que el resto de la
poblacion no conoce (esto es la tonica ge-
neral en todas las ramas del ilusionismo)
pero eso precisamente es lo que les hace
pasar como personas con una inteligencia
excepcional. ST que es cierto que capacida-
des, como la memoria, la memoria visual
o la rapidez de calculo son factores que si
pueden contribuir a una mayor inteligen-
cia y que en algunas personas esas capa-
cidades son innatas, lo mismo que otros
individuos son capaces de correr 100 m en
9.58 segundos. No obstante, esas capaci-
dades deben ser entrenadas y hay técnicas
que nos van a permitir calcular mas rapido
(Benjamin y Shermer, 2006; Coto, 2010).
Un ejemplo sencillo puede consistir en
«adivinar» el altimo digito de un codigo de
barras: por ejemplo, los 12 primeros digi-
tos del codigo de barras asociado al ISBN
del libro Matemagia (Blasco, 2016) son
978843442264. Podemos presentar como
un juego de magia pedir a los estudiantes
que nos digan los 12 primeros digitos de
codigos de barras que tengan y nosotros
decirles el altimo de ellos. Eso pasa a su
memoria como una adivinacién, pero en
realidad no lo es. Con los 12 primeros di-
gitos tenemos informacion suficiente para
deducir el Gltimo. La razén es que en cual-
quier codigo de barras EAN-13 la suma de
los digitos que ocupan las posiciones im-
pares mas el triple de la suma de los digi-
tos que ocupan las posiciones pares ha de
ser un multiplo de 10. Asi, en el ejemplo
anterior, si llamamos x al ltimo digito, al
desconocido, tendriamos que el ISBN de
Matemagia es 978843442264x y aplicando
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la propiedad que tienen todos esos codigos
de barras y que acabo de decir, tiene que
cumplirse que (9 + 8 +4+4+2+6+
x)+3(T+8+3+4+2+4) tiene que
dar como resultado un miltiplo de 10, esto
es, un nimero que termine en 0. Haciendo
operaciones llegamos a que 33 + x + 84
tiene que terminar en 0 y, por tanto, x debe
ser 3.

Un juego de estas caracteristicas tiene
muchas ventajas desde el punto de vista
educativo. Por una parte, ejecutarlo pro-
porciona hahilidades comunicativas, para
gjecutarlo bien hay que calcular correcta-
mente y el estudiante esta haciendo sumas
mentalmente con un objetivo importante:
deducir el ntimero oculto y poder sorpren-
der a otras personas. No hacemos una ba-
teria de operaciones simplemente como
entrenamiento sin proporcionar un valor
anadido: aqui se calcula con un objetivo.
Colateralmente, estamos trabajando un
concepto importante: el de maltiplo de un
numero y sus propiedades. El profesor po-
dria, incluso, proponer disenar codigos de
barras con otras propiedades (que los hay
también en el mundo real) y que los estu-
diantes estableciesen sus propias reglas.
Ademas, con este juego (y otros similares)
se introduce un concepto importante: en
un cédigo de barras hay informacién re-
dundante, lo que los matematicos llama-
mos un codigo de deteccion de errores. Esa
informacién permite decidir si el nimero
que identifica el articulo se ha introducido
bien en el sistema o no. El ordenador lee
los 13 digitos, efectiia una operacion y de-
cide si es un codigo de barras valido o se ha
cometido algtn error de transcripcion. Esa
idea es la misma que hay en los niimeros

de serie de los hilletes, en la letra del DNI o
en los checksum que proporcionan las pla-
taformas cuando descargamos software.
Son lugares donde las matematicas apare-
cen sin darnos cuenta de que estan ahi.

La experiencia que hemos tenido al
presentar juegos de magia matematica con
estudiantes de diferentes niveles educati-
vos, en concreto con estudiantes de altas
capacidades, siempre ha sido positiva y he-
mos descubierto que se interesan por saber
como funcionan los juegos. En realidad, lo
que hacemos es resolver un problema en
el que el enunciado no aparece de forma
estandar como en otros contextos. En este
punto, lo que hemos realizado es una expe-
riencia y una propuesta. Dado el reducido
tamano de los grupos donde se ha imple-
mentado y la imposibilidad, también debi-
do al caracter extraescolar, de realizar una
continuidad en estos programas y poder
emplear métodos cientificos incluyendo
grupos de control, lo que hemos planteado
debe entenderse como una propuesta me-
todologica.

4. El ajedrez y otros juegos como
herramienta para ejercitar la mente

En Espafa, ya en 1995, se hizo una
proposicion por parte del senador José
Marcelino Galindo Santana para que el
ajedrez formara parte de las actividades ex-
traescolares en Educacién General Basica
y como optativa en Educacion Secundaria
Obligatoria (Senado de Espana, 1995). En
2012, el Parlamento Europeo recomendé la
inclusion del ajedrez en los programas es-
colares de los paises miembros (Parlamento
Europeo, 2012), reconociendo el valor peda-
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gbgico de este juego. Mas recientemente, el
Congreso de los Diputados también aprobd
por unanimidad una proposicion no de ley
para la introduccion del ajedrez en escue-
las. Han sido varias las comunidades auto-
nomas que lo han introducido dentro de la
oferta de asignaturas optativas.

Por las particulares caracteristicas del
ajedrez y quienes lo practican, si que se han
llevado a cabo estudios que inducen a pen-
sar en efectos positivos del ajedrez desde el
punto de vista educativo, considerando que
ayuda a desarrollar de un modo natural ap-
titudes como la memoria, la capacidad de
concentracion, la resolucién de problemas
y el razonamiento logico-matematico. Ma-
chargo, Garcia, Ramos y Lujan (2002) estu-
dian su relacion con el desarrollo psicolégi-
co, mientras que Aciego, Garcia y Betancort
(2012) destacan los beneficios de practicar
este deporte para el enriquecimiento inte-
lectual y emocional. En el panorama inter-
nacional, Jankovic y Novak (2019) también
defienden el uso del ajedrez como herra-
mienta educativa. Ano tras afo se sigue
avanzando en este campo, incluso con nue-
vas tesis doctorales destinadas a avanzar
en esta linea de trabajo (Gardiner, 2018)
y se elaboran estudios que cuantifican la
relacién entre el ajedrez y la capacitacion
matematica (Burjan, 2016; Rosholm et al.,
2017). En la misma linea, se ha visto que
el uso del ajedrez, como vehiculo para la
ensenanza de la resolucién de problemas a
estudiantes con dificultades de aprendizaje,
resulta de utilidad (Scholz et al., 2008; Sto-
rey, 2010; Barret y Fish, 2011; Khosrorad et
al., 2014). No obstante, no hay un criterio
unificado sobre la utilidad del ajedrez como
elemento educativo que mejore la inteli-

gencia. En ese sentido, aparecen diferentes
estudios (Gobet y Campitelli, 2006; Sala y
Gobet, 2016, 2017; Jerrim et al., 2017) que
ponen de manifiesto que la metodologia
para medir la influencia del uso del ajedrez
en la educacién matematica no es la correc-
ta y que, en cualquier caso, esa influencia
no es significativa, de modo contrario a lo
que se afirma en la mayor parte de los ar-
ticulos al respecto. De ahi surgen réplicas
(Bart, 2014; Subia et al., 2019) y continta
la polémica y la investigacion sobre si la
préctica del ajedrez es buena para las ma-
tematicas o no.

El ajedrez es un juego que no fue dise-
nado especificamente para aumentar las
destrezas matematicas. Sin embargo, se
pueden encontrar juegos disenados explici-
tamente para desarrollar el lenguaje mate-
matico. Aparte del ya comentado ejemplo
del cubo de Rubik y cémo David Singmas-
ter desarrollé una notacion que llev a su
resolucion, un ejemplo muy conocido es el
Nim (Bouton, 1901; Baron, 1974), que se
plantea a partir de unas cuantas filas con
varios palillos en cada una de ellas. Juegan
dos jugadores y el juego consiste en que
cada uno de ellos, en su turno de juego,
debe elegir una tnica fila y retirar de ella
tantos palillos como quiera, pero lo impor-
tante es que tiene que retirar por lo menos
una. Gana el jugador que retira el Gltimo
palillo. Dependiendo de la configuracion
inicial va a ser uno u otro jugador el que
pueda definir una estrategia ganadora.
Para definir esa estrategia es muy util el
manejo del sistema hinario de numeracion
y en este juego si que encontramos, direc-
tamente, una importante relacién con las
matematicas.
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GrArico 2. Nim.
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Fuente: Elaboracién propia.

Mas antiguo, pero menos conocido que
el cubo de Rubik, es el cubo Soma (Pe-
ter-Orth, 1985; Gardner, 2008; Rupérez
y Garcia, 2010), ideado por el polifacético
Piet Hein. Se dice que lo ide6 mientras es-
taba en una conferencia sobre fisica cuan-
tica dictada por Werner Heisenberg, cuan-
do empez6 a pensar en como podria juntar
unos cubos elementales en algunas piezas
con las que pudiera construir un cubo
mayor. El cubo Soma esta formado por 7
piezas, estando seis de ellas formadas de 4
cubos basicos y una de Ginicamente 3 cubos

e R e

basicos. La primera propuesta es formar
un cubo con esas piezas (hay 240 formas
de hacerlo) y a partir de ahi, ya se puede
pensar en construir otras figuras con esas
piezas. El juego funcionaria de modo pare-
cido a como lo hace un tangram, pero las
construcciones se hacen en el espacio tri-
dimensional en vez de ser construcciones
planas. El juego ayuda a desarrollar la in-
tuicion geométrica espacial y, ademas, hay
razonamientos que permiten deducir qué
piezas pueden ir en un determinado lugar
0 no.
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Grarico 3. Cubo Soma.

Fuente: Elaboracién propia.

Hemos querido destacar el valor de
los juegos para plantear problemas mate-
maticos y, en este sentido, hemos querido
presentar dos juegos clasicos a los que nos
podemos enfrentar mediante estrategias
de resolucion que, en el fondo, siguen las
mismas pautas que las estrategias de re-
solucion de problemas a las que nos refe-
riamos al principio del articulo. Por otra
parte, el juego como tal se ha considerado
como una herramienta eficaz en la educa-
cion matematica, pero, como ocurria con
el ajedrez, tampoco hay muchos estudios
apoyados en resultados cientificos que
apoyen esta tesis y asi lo plantea Bragg
(2012, p. 1446): «Por tanto, es importante
investigar si los juegos son realmente tti-
les en la ensenanza de ideas matematicas.
La pregunta de investigacién utilizada
como base para este articulo es si los jue-
gos dan como resultado un mejor apren-
dizaje de las matematicas que actividades
que no son juegos» (traduccion del autor).
En ese mismo articulo concluye que si es
estadisticamente significativa la ventaja
del aprendizaje basado en juegos frente al
que no utiliza esa componente lidica, al
menos en las primeras etapas educativas,

que es donde hace el experimento. Esta
duda metodoldgica aparece en escritos
anteriores de la misma autora (Bragg,
2007).

5. Conclusiones

Los problemas, en matematicas, pue-
den aparecer de muchas formas distintas.
A veces un problema consiste en explicar
por qué ocurre un determinado fendme-
no. Eso incide directamente en la com-
petencia de abstraccion y deduccién. En
otras ocasiones, los problemas pueden ser
planteados simplemente como problemas
de geometria que, necesitando muy pocos
conceptos matematicos, es una disciplina
muy formativa porque nos obliga a razo-
nar espacialmente. Hemos descrito nues-
tra experiencia en dos ambitos distintos
al fomentar la inteligencia y la resolucion
de problemas mediante la magia matema-
tica, pero ponemos de manifiesto que es
necesaria una mayor investigacion en este
sentido: la experiencia que hemos desarro-
llado debe ser cuantificada y sostenida por
el método cientifico, por lo que atn queda
una labor por hacer.
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Abundando en esa idea hemos detecta-
do que en la literatura cientifica no apare-
ce una postura unanime sobre el uso del
ajedrez como una herramienta que signifi-
cativamente ayuda a fomentar las compe-
tencias matematicas. En la misma linea, se
ha investigado si el juego es una buena he-
rramienta para lograr ese propésito y, tam-
bién a falta de una investigacion mayor y
mas rigurosa, se ve que determinados jue-
gos si que influyen positivamente en la ad-
quisicion de destrezas matematicas. Sobre
todo, en determinados dambitos.

Somos conscientes de que es muy dificil
llevar a cabo experimentos rigurosos rela-
cionados con los temas que hemos tratado
antes, pero también es esencial que se con-
tintie investigando e, incluso, que se pue-
dan publicar resultados negativos: es in-
teresante conocer cuando un experimento
ha resultado fallido para emplear técnicas
distintas. Hay muchos juegos y problemas
matematicos que se vienen empleando
desde hace mucho tiempo y la experiencia
docente es la que recomienda su uso. Tal
vez es el momento de pasar de esa practica
habitual a un anélisis cualitativo y cuanti-
tativo de esas técnicas y abrir una linea de
investigacion transdisciplinar.

Nota

!'La revista espafola de pedagogia se publica en
espafiol y en inglés. Por este motivo, sigue el crite-
rio, cuando se citan textos ajenos, de acudir a los
originales que estan escritos en esas lenguas y de
poner su traduccién oficial, cuando tal texto se haya
editado también en el otro idioma. En caso de que
no se haya producido esa traduccién oficial, el texto
citado se ofrecerd a los lectores traducido o por el
autor del articulo (sefialdndose que la traduccién es

del autor del articulo), o por el traductor jurado con-
tratado por la revista.
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