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SUMMARY: PROBLEM SOLVING: AREVIEW OF THE IMPORTANCE OF HEURISTICS
USE, AND AN ASSESMENT OF THEIR USEFULNESS IN MATHEMATICS.

A heuristics is a strategy, sometimes not very well structured, whose purpose is
to help to find a problem solution. In the present paper, a group of mathematicians
rated a set of heuristics rules for their usefulness in four fields: Geometry, differential
calculus, algebra and statistics. The heuristics are structured in three groups: those
associated with the analysis of the problem; those associated with the search for a
solution, and those asociated to the checking of the solution. Results may be taken
as a guide for the design of a training course in problem solving.

KEY WORDS: Heuristics, Problem-solving.

APENDICE 1: Tabla de heuristicos con sus respectivos valores de rango
promediados para las materias analizadas
Alg Geo C4D Est

A.- ANALISIS
al.- Dibujar undiagrama, s esposible........cccceoeirininiininereee 3,00 4,03 3,30 3,95
a2.- Examinar casos especiales:
a2a.- Tantear el problema con valores extremos para ejemplificarlo

YEANEEA O 3,41 3,73 3,30 3,93
a2b.- Examinar casoslimitesparaexplorar €l rangodeposibilidades. 3,24 3,43 3,40 3,65
a2c.- lguaar cualquier enteroal, 2, 3,...., ensecuenciay buscar unpatrén

INAUCTIVO....c.veet e 3,15 3,13 3,20 3,23
a3.- Intentar gemplificar el problema:
ala.- Haciendo uso delasimetrian.......cocoeveeeineninicenniniecceseseieeens 3,05 3,60 3,08 2,98
a3b.- Haciendo uso de argumentos «sin pérdida de generalidad»

(incluyendo el escalado).........coeererieiererieneeeie e 3,34 3,31 3,13 2,90

B.- EXPLORACION
b1.- Considera problemas esencial mente equivalentes:
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valoraciéon de la utilidad de los heuristicos es mas homogénea
entre los diversos campos. Curiosamente, este aspecto de la divi-
sion de heuristicos es la mas relacionada con los aspectos esencia-
les del razonamiento analdgico. En la introduccién se indicaba que
en éste se producen tres fases: recuperacion de la informacién
fuente, proyeccion y reestructuracion de esta informacion con la
presente, e induccion de esquema a partir del resultado (aprendi-
zaje). La mayoria de los heuristicos a evaluar se centran en estos
dos primeros aspectos del razonamiento analdgico, y esto es co-
mun a cualquier rama de las matemaéticas o de la ciencia en gene-
ral. Por lo tanto, resulta l6gico que no existan diferencias de
evaluacioén de los heuristicos en relacién con los distintos dominios
de conocimiento.

Conclusiones mas especificas sefialan que la valoracién de los
heuristicos como mas utiles en el calculo diferencial que en algebra
aparecen principalmente en la comprobacion de la solucion y, en
concreto, referido al uso de test generales. Mientras que la valora-
cion de una mayor utilidad de los heuristicos en geometria que en
estadistica se corresponde con el analisis del planteamiento y, en
concreto, al referirse a la ejemplificacion del problema.

Es importante que la valoracion de expertos introduzca matices
diferenciales en la utilidad de los heuristicos en relacién con cam-
pos diferenciados dentro de la mateméatica. Ello alienta a plantear
estudios sobre la utilidad de entrenar en actividades heuristicas,
ademas de lo que es el propio aprendizaje de conocimientos. Sin
embargo, este entrenamiento serd& mucho mas atil y mejor planifi-
cado si se tienen en cuenta tanto los datos de la investigacion
béasica como aplicada. Aquélla acostumbra a ser mucho mas anali-
tica, como se ha demostrado en la revision de la introduccién. Por
ello, la planificacién de un curso de entrenamiento en heuristicos
debe tenerlos en cuenta, puesto que no siempre los datos globales,
por las condiciones dificiles en que se obtienen, tienen la contun-
dencia necesaria, y aquéllos marcan el camino por donde debe
orientarse la investigacion general educativa.
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GRAFICA 122: Heuristico de Verificacion referido a pruebas generales que pasa
la solucion

Las comparaciones uno a uno de las materias confirman la
vision intuitiva que ofrece la gréafica, la valoracién que se hace de la
utilidad de este heuristico desde algebra es significativamente me-
nor que la que se hace desde geometria, estadistica y calculo dife-
rencial (p=0,05, T de Wilcoxon en todo caso).

Finalmente, de modo complementario se presenta, en la Tabla
1, un detallado andlisis de la significatividad de los items indivi-
duales, donde la primera letra se refiere al apartado general (a=
ANALISIS, b= EXPLORACION y c= VERIFICACION) el numero se
refiere al item general dentro del apartado y la otras letras a los
items concretos dentro del general. Ademas, las columnas de la
tabla indican vF, valor del estadistico de Friedman, pF, valor de
probabilidad asociado al mencionado estadistico, AD, AE..., son
comparaciones uno a uno entre algebra, diferencial, estadistica y
geometria , en el cuerpo se indican los valores de probabilidad
cuando son significativos (para T de Wilcoxon) asociados a la com-
paracion de que se trate.

TABLA 12: Analisis de la significatividad de los items individuales

3. Conclusiones

La primera conclusién general apunta a que nuestros sujetos
valoran diferencialmente la utilizacién de heuristicos en funcion
del campo de que se trate. Tentativamente se puede afirmar que
ven menor utilidad, comparativamente hablando, en los heuristi-
cos aplicados a algebra y calculo diferencial que cuando se aplican
a estadistica y geometria.

La segunda conclusion plausible apunta que nuestros sujetos
aplican la utilidad de los heuristicos de forma diferencial a los
distintos tres aspectos del enfoque de un problema: el analisis del
planteamiento, la exploracion y busqueda de una solucion, y la
comprobacion de la solucion encontrada. De modo general, los
aspectos relacionados con el andlisis del planteamiento y los rela-
cionados con la comprobacién son méas susceptibles de producir
diferencias significativas, por tanto, son diferencias en la valora-
cion de la utilidad, entre los distintos campos, mientras que en el
aspecto referido a la exploracion y busqueda de una solucién la
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se aprecian son significativas (xf (3) de Friedman = 11,53,
p<0,0092). Las comparaciones uno a uno aclararan el significado
de esas diferencias, para este heuristico se da una mayor valora-
cion de su utilidad en las materias de estadistica (p=0,0006, T de
Wilcoxon) y geometria (p=0,0191, T de Wilcoxon) frente a algebra vy,
en menor grado, pero también de forma significativa al comparar
estadistica (p=0,0487, T de Wilcoxon) frente a célculo diferencial.

GRAFICA 112: Heuristico de Verificacion referido a pruebas especificas que pasa
la solucion

Finalmente, el Gltimo heuristico de verificacion se refiere a las
pruebas generales que pasa una soluciéon. La grafica 12 presenta
los resultados, en ellos que se aprecia una fuerte igualdad entre

rg@;erlastS| se g,xcluy a]gfbra g‘ye ofrﬁge uananr rB@.s re%mdo

z- Y > '
Fried ’Z}%n 318 0,05 # #
a 138 071 4 # # 4 # #
& 956 002 # # 001  # 003 001
a3 622 01 4 # # 4 # 0,05
bla 284 042 # # # # # #
bib 245 048 # # # # # #
bic 58 001 # # # 4 # #
blda 246 048 # # # # # "
bldb 126 0,01 005 001 # # # 0,01
bldc 026 097 # # " 4 # #
boa 3 0,39 # # # # # #
b2 106 0,01 # 005 # 001 # #
b2c 101 08 # # # # # #
b3a 202 04 # # # 004 # #
b3 134 0,01 0 001 # # 002 #
b3ca 57 013 # # # 4 # #
b3ch 344 0 # # # 4 # #
b3ce 639 009 # # " # # #
cla 204 04 # # # 4 # #
¢lb 137 0,01 # 001 002 004 # "
clc 874 003 # 005 # # # #
©a 875 003 002  # 001 # # #
b 731 006 # 002 003 # # #
< 164 065 # # # 4 # #
2 571 013 # # # 005  # #
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GRAFICA 102: Consideracion global de los heuristicos de Verificacion

Estas diferencias son significativas (;(r2 (3) de Friedman = 14,51,
p<0,0023) y mas generalizadas. La utilizacion de heuristicos de
verificacion es menos valorada en algebra tanto cuando se la com-
para con estadistica (p=0,0026, T de Wilcoxon) como cuando se la
compara con geometria (p=0,0029, T de Wilcoxon).

Una reproduccion de los resultados generales se presenta en el
estudio de cada uno de los heuristicos de verificacion.

especificas que pasa una solucion. Los resultados para las distin-
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GRAFICA 92: Heuristico de Exploracion referido a problemas modificados amplia-
mente

A pesar de estas pequefas diferencias la comparacién de alge-
bra con estadistica alcanza el nivel de significacion previsto
(p=0,0245, T de Wilcoxon) con una valoraciéon mas favorable de
este heuristico en la materia estadistica.

2.2.4 Verificacion de la solucién

El tercer grupo de heuristicos hace referencia a la verificacion
de la solucion.

En este caso las diferencias ya se hacen patentes en la aproxi-
macion general, como puede apreciarse en los resultados que se
muestran en la grafica 10.
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co ‘considera los problemas ligeramente modificados’, aunque en
este caso, como se puede apreciar en la gréfica 8, la diferencia
entre célculo diferencial y estadistica se aproxima al nivel de signi-
ficacion (p=0,058, T de Wilcoxon).

GRAFICA 82: Heuristico de Exploracion referido a problemas modificados ligera-
mente

La consideracion de ‘los problemas ampliamente modificados’,
el tercer heuristico del apartado Exploraciéon, cuyos resultados se
ofrecen en la grafica 9, tampoco presenta diferencias significativas
()(f (3) de Friedman = 2,63, p<0,4529) al comparar el conjunto de
materias.
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Las diferencias que se observan entre materias se presentan a
simple vista como menores y, evidentemente, no alcanzan el nivel
de significacion previsto (;(rz (3) de Friedman = 3,88, p<0,275).
Tampoco las comparaciones entre pares de materias resultaron
significativas. En términos generales la exploracion es valorada de
modo semejante en las diversas materias.

El primer heuristico del apartado exploracion se refiere a la
consideraciéon de problemas esencialmente equivalentes.

Los resultados se presentan en la grafica 7 y permiten apreciar
gue la valoracién de este heuristico es muy semejante en todas las
materias y, evidentemente, las diferencias que se presentan son
meramente aleatorias (;(r2 (3) de Friedman = 0,82, p<0,8437). Nin-
guna comparacion uno a uno resulté significativa

GRAFICA 72: Heuristico de Exploracion referido a problemas esencialmente equiva-
lentes

Tampoco se presentan diferencias significativas (;(r2 (3) de Fried-
man = 4,86, p<0,1826) entre materias cuando se trata del heuristi-
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GRAFICA 52: Heuristico de Andlisis referido a la ejemplificacion del problema

Efectivamente, este heuristico es mas valorado por los sujetos
en su aplicacion a la materia de geometria frente al célculo (p<0,03,
T de Wilcoxon), pero, sobre todo, frente a estadistica (p<0,004, T de
Wilcoxon), materias estas donde recibe una valoracion significati-
vamente menor.

2.2.3 Exploracién

El segundo grupo de heuristicos re refiere a la exploracion. En
la grafica 6 se presentan los resultados de comparar las cuatro
materias en los promedios de todos los heuristicos que se integran
en este apartado.

GRAFICA 62: Consideracion global de los heuristicos de Exploracion
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La valoracion de los heuristicos se equilibra cuando se trata de
examinar casos especiales (item 2 de andlisis). Las diferencias en-
tre materias que se presentan en la grafica 4 no son significativas
(x? (3) de Friedman = 5,07, p<0,167).

GRAFICA 42: Heuristico de Analisis referido al examen de casos especiales
No obstante, se valora mas positivamente el uso de heuristicos
de este tipo en estadistica que en algebra (p<0,04, T de Wilcoxon).

El daltimo heuristico del apartado de andlisis se refiere al inten-
to de ejemplificar el problema. Los resultados se presentan en la
gréfica 5. Las diferencias que alli se observan son significativas (;(r2
(3) de Friedman = 10,78, p<0,013).
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GRAFICA 22: Consideracion global de los heuristicos de Analisis

También aqui la utilizaciéon de los heuristicos en el caso del
algebra frente a estadistica y geometria, y en el caso del céalculo
diferencial frente a geometria es valorada como significativamente
menor (p<0,01, T de Wilcoxon, en ambos casos).

El primer item del apartado de andlisis se refiere a la utiliza-
cion de dibujo de diagramas. Las diferencias, que se presentan en
la grafica 3, apuntan en la direccion de su mayor utilidad en
estadistica y geometria y son claramente significativas (;(r2 (3) de
Friedman = 27,88, p<0,0001).

GRAFICA 32: Heuristico de Analisis referido a la representacién diagramatica
En este caso, como en los anteriores, se mantiene una menor
valoracion de los heuristicos en algebra y calculo frente a estadisti-

ca y geometria (p<0,003, T de Wilcoxon, en todo caso).
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maximo es 4, al ser cuatro los campos de comparacion.

2.2.1 Comparaciéon general

Primeramente se obtuvo el promedio de cada sujeto en su jui-
cio sobre todos los items de los heuristicos, para cada uno de los
campos de matematicas evaluados. Si bien esto es una medida
muy general y gruesa, permite comparar en conjunto la valoracion
gue cada sujeto hace de la utilidad de los heuristicos en dependen-
cia de la materia.

GRAFICA 12: Consideracion general de los heuristicos en su conjunto

Los resultados muestran, ver grafica 1, una valoracion dlferen-
cial significativa de la utilidad general de los heuristicos (xr (3) de
Friedman = 11,7, p<0,0085), la valoracion de la utilidad es menor
en algebra que en estadistica y geometria y en céalculo diferencial
menor que en Geometria (p<0,05, T de Wilcoxon, en ambos casos).
En este sentido parece que hay dos bloques. Por un lado, geome-
tria y estadistica y, por el otro, algebra y célculo diferencial. Cabe
decir que, particularmente, la geometria hace uso amplio de diagra-
mas y utilizacién de relaciones simétricas, que se recogen fielmente
en la tabla de heuristicos y se reflejan en las evaluaciones.

2.2.2 Analisis

Igualmente, los heuristicos generales del apartado de analisis
se promediaron segun el mismo procedimiento. Sus resultados se
muestran en la gréafica 2. Se aprecia, en este caso que el juicio de
los sujetos sobre la diferente utilidad de los heurlstlcos es también
muy acusado y las diferencias significativas ()(r (3) de Friedman =
24,46, p<0,0001).
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cuatro campos ya mencionados: algebra lineal, geometria, calculo
diferencial, y estadistica. El sujeto emitia una respuesta sobre una
escala de cinco puntos, en la que 1 representaba una utilizacién
nula de ese heuristico en el campo concreto, y 5 representaba una
utilizacion generalizada. Los datos de este tipo se representan ade-
cuadamente por una escala de orden, por lo que el tratamiento
estadistico se ha adecuado a esta caracteristica. Ademas, dado que
los mismos sujetos evaluaban las distintas materias (célculo, alge-
bra...), se han tratado éstas como valores de una variable intrasu-
jeto. EIl resultado es un disefio de tipo intrasujeto tratado
ordinalmente con las pruebas ji-cuadrado de Friedman, para las
comparaciones que implican varios grupos, y T de Wilcoxon, para
las comparaciones entre pares.

2.2 Resultados

Puesto que se trata de un acercamiento exploratorio se ha
realizado un andlisis detenido y jerarquizado de diversas posibles
comparaciones, procediendo de unas mas generales a otras mas
especificas en la utilizacion de los heuristicos en los siguientes
campos de matemaéticas: algebra, calculo diferencial, estadistica, y
geometria. La tabla de heuristicos asi como los resultados para
cada uno de ellos, presentados como promedios de rangos directos
gue tienen como valor superior 5, se ofrecen en el Apéndice 1. Por
su parte, las gréficas que se presentan seguidamente, se realizan
sobre el promedio de rangos de la prueba de Friedman, cuyo valor
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2.1 Método
2.1.1 Sujetos

Participaron 41 licenciados en matematicas, la mayoria de los
cuales habian accedido recientemente a su titulacion. Estos licen-
ciados participaban en un curso en el que se les explicaban técni-
cas de estudio y, posteriormente a la realizacion de esta encuesta,
se les dio una panoramica general de la ensefianza de técnicas de
solucién de problemas. La aplicacion de este cuestionario fue ante-
rior a cualquier exposicién tedrica o practica asociada con el curso
de técnicas de estudio.

2.1.2 Procedimiento

Al comienzo del curso sobre técnicas de estudio y solucion de
problemas, y sin que los sujetos hubieran recibido ninguna infor-
macién sobre el mismo, se les pidi6é que respondieran a un cuestio-
nario en el que se solicitaba su opinidon sobre diversos factores
tales como los aspectos que consideraban mas dificiles de estudiar
durante su carrera, su posible utilizaciéon de técnicas de memoria
para mejorar la retencion, y la utilizacién de heuristicos en distin-
tos campos de las mateméaticas. En el presente trabajo sélo se
presentaran datos sobre la evaluacion de heuristicos. Las instruc-
ciones en relacion con la seccidon de heuristicos era: «Como sabes,
el matematico experto utiliza una serie de mecanismos muy diver-
sos para resolver problemas. Parte de ellos son estrategias genera-
les, alguna de las cuales se enumeran a continuacion. En relacion
con estas estrategias, evalla su utilidad para resolver problemas
en: (algebra lineal, o geometria, o calculo diferencial e integral, o
estadistica, segun corresponda).

La tabla de heuristicos que se dio a evaluar se ha hecho clasica
y proviene en forma definitiva de Schoenfeld (1985), aunque su
origen hay que situarlo en los trabajos del matematico Polya (1957),
gue fue presentando de forma no sisteméatica muchas de estas
técnicas en su libro «Como plantear y resolver problemas». Previa-
mente al paso del cuestionario se explicé a los sujetos el significa-
do del término heuristico, puesto que éste a veces no se utiliza con
el mismo significado con que se hace en el campo de la solucion de
problemas.

2.1.3 Disefio

La tabla de heuristicos que se incluye en el Apéndice 1, fue
presentada a los sujetos repetidamente para ser evaluada en los
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de forma menos analitica que la que hemos estado presentando
por medio de la revision de los estudios de investigacion béasica. Un
estudio metanalitico (Hembree, 1992 a; aunque véanse las criticas:
Goldin, 1992, y contracriticas, Hembree, 1992 b), ha recopilado y
ofrece datos comparativos sobre la efectividad de tres procedimien-
tos de instruccidon en solucion de problemas: instruccion en la
utilizacion de un método, entrenamiento en habilidades especifi-
cas, y entrenamiento en campos relacionados. El entrenamiento en
heuristicos se enmarca en el primer apartado, mientras que en el
segundo caso se estd hablando de entrenamiento en habilidades
tales como entrenamiento en escribir ecuaciones y, en el tercer
caso, del efecto del entrenamiento en programacion de ordenador.
De acuerdo con este estudio metaanalitico, se aprecia que la prac-
tica con problemas tiene un efecto positivo, como no podia ser de
otra forma. Ademas, aquellos estudiantes que reciben entrenamiento
en heuristicos tenian una ventaja adicional sobre aquéllos que
simplemente practicaban.

En conclusion, de acuerdo con la revisién anterior existen da-
tos que podiamos calificar mas bien como de tipo cualitativo, que
indican que el entrenamiento en heuristicos especificos puede ser
un método instruccional atil para mejorar el rendimiento en solu-
cion de problemas. Aunque también se ha intentado evaluar el
transfer de esta mejora a otros problemas y otras situaciones (por
ejemplo, Schoenfeld, 1982), los resultados aqui son menos conclu-
yentes. A nivel de investigacién basica existe un nivel de investiga-
cioén considerable sobre el razonamiento analdgico. Si consideramos
este razonamiento analdgico como el nucleo de la mayor parte de
los heuristicos definidos por Polya, estos resultados apoyan de
forma indirecta la utilidad del desarrollo de métodos instrucciona-
les en heuristicos para la solucién de problemas.

2. Evaluacion de heuristicos.

Vista la anterior panoramica general, se presenta seguidamente
la evaluacion de un conjunto de heuristicos bien contrastados en
la literatura experimental y tedrica en cuatro campos distintos de
las mateméaticas. Estos heuristicos se agrupan (véase Schoenfeld,
1985) en tres aspectos del enfoque de un problema: el analisis del
planteamiento, la exploracion y busqueda de una solucion, y la
comprobacion de la solucion encontrada. La evaluacion de estos
heuristicos tiene como objeto recabar su utilidad diferencial a par-
tir de los juicios de «expertos» para poder posteriormente utilizarlos
en aplicaciones concretas.
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utilizan, como ya hemos indicado, un concepto mas restringido de
heuristico que queda mas circunscrito a una regla de utilidad a un
campo concreto de conocimiento. La investigacion basica, ademas,
esta méas centrada en detectar los elementos que contribuyen a la
mejora del rendimiento, que a comparaciones entre grupos someti-
dos a distintos métodos de entrenamiento, por lo que la revisién
gue sigue se centra en la determinacion de estos aspectos, que
coadyuvan a la adquisicion.

Si examinamos la tabla de heuristicos del apéndice, la seccion
de «andlisis» podria denominarse como busqueda de soluciones por
analogia, por lo que no es extrafio que la investigacién basica se
haya centrado en el estudio de las condiciones que optimizan el
razonamiento analdgico (Donnelly y McDaniel, 1993; Gick y McGa-
rry, 1992; Novick y Holyoak, 1991; Reed, 1989; Robins y Mayer,
1993). En general, existe un razonamiento analégico, en solucion
de problemas, cuando la solucion y las estrategias puestas en
juego para llegar al resultado en un problema fuente se utilizan
para llegar a la solucién en otro problema meta. En general, se han
estudiado cuatro procesos subyacentes al establecimiento de la
analogia: recuperaciéon de la informacion pertinente en relacién con
el problema original, proyeccion y reestructuracion de esta infor-
macién en relacion con el problema objetivo y, por ultimo, aprendi-
zaje a partir de esta aplicacion.

Cuando estos procesos se facilitan explicitamente en la instruc-
cion, el rendimiento mejora. Asi, cuando se sefiala al sujeto la
relacion entre la informacion presente y la pasada, éste accede a
esta informacion en la memoria mas facilmente (por ejemplo, Gick
y Holyoak, 1980). De igual forma, en el esquema mental del sujeto
puede haber tanto informacion especifica como general o abstracta
(Bernardo, 1994). Esta confirmacion empirica reciente encaja bien
con el hecho de que la similaridad superficial entre el problema
fuente y el problema objeto facilita la transferencia sélo cuando los
datos especificos se encuentran en la representacion de la memo-
ria del sujeto (Gick y McGarry, 1992). Por altimo, hay que tener en
cuenta que las fases de proyeccion y adaptacion son fases esencia-
les en el razonamiento analégico en la resolucion de problemas
(Novick y Holyoak, 1991), y que, aunque la similaridad interproble-
mas es esencial en la formacion de esquemas, también se necesita
la aplicacion de principios y reglas generales que suplementen la
fase inductiva anterior (Reed, 1989).

Desde un punto de vista méas general, y teniendo en cuenta
estudios de tipo instruccional, la efectividad del entrenamiento en
heuristicos es un hecho bien documentado recientemente, si bien
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miento en solucién de problemas (por ejemplo, Lawson, 1990; Swe-
ller, 1989 a, 1990), sobre todo cuando este conocimiento se en-
cuentra organizado en forma de esquemas eficientes (por ejemplo,
Thorndyke y Hayes-Roth, 1979), pero no es menos cierto que el
experto utiliza estos heuristicos, y la l6gica —ademas de los datos
gue mas abajo vamos a ver— nos lleva a pensar que la introduc-
cion de los mismos en una fase temprana de la adquisicion debe
acelerarla.

Cuando se revisa la literatura que investiga el tema en relacion
con esta segunda acepcion, los resultados son mas abundantes y
algo mas claros que en el caso anterior. Estos datos provienen
tanto de la investigacion aplicada (Lee, 1982; Schoenfeld, 1982)
como bésica (por ejemplo, Novick y Holyoak, 1991; Reed y Bolstad,
1991).

Schoenfeld (1982), en la linea ya indicada de Polya, llevo a cabo
un estudio en el que pretendi6 evaluar la efectividad en el entrena-
miento de la utilizaciéon de un pequefio nUmero de heuristicos y de
técnicas para la toma de decisiones en el proceso de solucién. Su
grupo experimental constaba de 11 estudiantes que estaban to-
mando un curso de calculo y que discutian y resolvian problemas
desde el punto de vista de su proceso de solucion, de acuerdo con
un pequefio numero de heuristicos. Desafortunadamente, este es-
tudio se puede tildar de cuasi-experimental; no existe una iguala-
cion adecuada del grupo experimental y control, ni tampoco una
evaluacion estadistica de los resultados, aunque éstos parecian
indicar que el grupo experimental mejoraba significativamente res-
pecto al de control. Un estudio similar de Lee (1982), esta vez con
nifos, mostro, cualitativamente, que en una situaciéon en la que se
ensefiaba a los nifios una serie de heuristicos, adaptados a la
edad, también del tipo de los expuestos por Polya, estos mejoraban
el rendimiento. Sin embargo, so6lo se hizo un analisis cualitativo de
los resultados, al igual que en el estudio de Schoenfeld. Mientras
gue los dos estudios anteriores se sitian en la linea ortodoxa de
Polya, King (1991) estructuré mas bien una especie de bateria de
preguntas estratégicas que habia que seguir a la hora de plantear
el problema. Los nifios sometidos al tratamiento rindieron mejor
gue aquéllos que no utilizaban ninguna guia en la solucion. Resul-
ta, sin embargo, dificil asimilar esta resolucién guiada de proble-
mas a lo que habitualmente se entiende como entrenamiento en
heuristicos.

Los datos que apoyan mas directamente la efectividad del en-
trenamiento en heuristicos vienen de la investigacion basica, y
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cion del analisis de medios-fines estd muy extendida entre sujetos
novatos que intentan la solucién de un problema, mientras que los
expertos utilizan siempre un enfoque mucho méas deductivo, aun-
gue no todos los estudios publicados muestran esta dicotomia (por
ej., Zajchowski y Martin, 1993). Esta caracteristica del andlisis
medios-fines, que podria considerarse como la razén de su amplia
aplicabilidad, conlleva un aspecto muy negativo: su ineficiencia
como procedimiento de adquisiciéon de conocimiento (Sweller, 1989
b; Sweller, Chandler, Tierney y Cooper, 1990), y ya veremos, poste-
riormente, que esta funcion es esencial a todo proceso de resolu-
cion de un problema. En definitiva, la estrategia de medios-fines
dificulta este proceso de afinado y adquisicion de esquemas por
una razén psicolégicamente importante: el sujeto tiene que mante-
ner en su memoria (Owen y Sweller, 1989; Sweller, 1988; Sweller
et al., 1990) una cantidad de informacién que excede la capacidad
de la memoria a corto plazo. Esto es, tiene que mantener los su-
puestos del problema, la meta, la diferencia existente entre ambos,
cualquier submeta momenténea, y los operadores, redirigiendo ade-
mas la atencion a cualquiera de estos aspectos, en vez de centrar-
los en los aspectos esenciales del problema. Esto produce una
sobrecarga de memoria que es negativa para el proceso de induc-
cion de esquemas, puesto que se elimina toda la fase deductiva
gue seria la que obligaria a centrarse en los principios importantes
del problema. De hecho, cuando se modifican los programas de
entrenamiento y se presentan distintas fuentes de informacién de
forma integrada, se mejora sensiblemente la adquisicion (por ejem-
plo, integrando graficos y texto o ecuaciones), tanto en campos
como la geometria (Sweller et al.,, 1990), como en la estadistica
(Paas, 1992). En definitiva, tanto el conocimiento organizado es-
guematicamente como la utilizacion de estrategias adecuadas dife-
rencian al experto del novato en cualquier campo (véase también
Zajchowski y Martin, 1993), conduciendo a una integracion mas
rapida y adecuada del conocimiento de todas aquellas estrategias
gue no produzcan una division de la atencion y por tanto una
sobrecarga de la memoria de trabajo.

En una segunda acepcién del concepto de heuristico, éste se
precisa y se circunscribe a estrategias de aplicabilidad limitada a
dominios de conocimiento especificos. Esta precision del concepto
de heuristico evita alguna de las polémicas futiles que, reciente-
mente, se han originado en el campo de la educacion acerca de la
contraposicion entre tener conocimientos sobre un dominio especi-
fico y la necesidad de complementarlos con un conjunto de heuris-
ticos adecuados al dominio. No cabe duda que la cantidad de
conocimiento especifico es un determinante primordial en el rendi-
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diversos elementos, ver lo que liga la incognita con los datos a fin
de encontrar la idea de la solucion y poder trazar un plan. Tercero,
poner en ejecucion el plan. Cuarto, volver atrds una vez encontra-
da la solucion, revisarla y discutirla» (Polya, 1957, 28). Una vez
hecha esta exposiciéon, Polya comenzaba a mostrar de forma socréa-
tica como estos principios generales se iban concretando con estra-
tegias precisas en problemas especificos, lo que a veces se ha
llamado (Lawson, 1990) estrategias especificas del dominio. Polya
era matematico y no investigador empirico, por lo que no llevo a
cabo ningun tipo de experimentacion sobre la eficiencia de estos
principios, ni tampoco los estandariz6 suficientemente como para
ser asumidos por educadores de menos habilidades socréticas. Sin
embargo, su influencia ha permanecido y su planteamiento infor-
mal de estrategias en el campo de las matematicas ha llegado
hasta hoy dia, en donde se ha sistematizado (por ej., Schoenfeld,
1985).

En lo que sigue vamos a centrar esta revision alrededor de dos
puntos: primero, los problemas que plantea la definicion del con-
cepto de heuristico y, segundo, los datos experimentales que se
han recogido acerca del impacto del entrenamiento en heuristicos
sobre la solucién de un problema.

Hay que decir que la experimentaciéon llevada a cabo inicial-
mente sobre la efectividad de los heuristicos en la solucién de
problemas no era del todo favorable (por ejemplo, Smith, 1973;
Kantowski, 1977; y Lucas, 1972). Sin embargo, parte de los proble-
mas gue surgieron anteriormente tenian que ver con la definicion
del concepto de heuristico. En una acepcion extendida (por e€j.,
Lawson, 1990), el concepto de heuristico se asimila a estrategia de
utilidad en muy diversos campos de conocimiento, por contraposi-
cion a un concepto muy especifico que solo tiene aplicabilidad en
un campo concreto (para esta distincion véase Sweller, 1989 a). De
hecho, el ejemplo prototipico de esta acepcion general es lo que se
define como heuristico de analisis medios-fines. El analisis medios-
fines (por ejemplo, Anderson, 1985) es una estrategia en uso cuan-
do se plantean problemas en los que hay una meta definida, como
por ejemplo en algebra, o en algunos tipos de problemas de fisica.
Consiste en analizar la meta y nuestro estado actual, con el propo-
sito de reducir la diferencia entre ambos por medio de los operado-
res disponibles. A primera vista el analisis de medios-fines conlleva
la utilizacion, en gran parte de las ocasiones, de un razonamiento
hacia atras, lo que significa que puede aplicarse en ocasiones en
las que el conocimiento sobre el dominio es débil. De hecho, algu-
nos estudios (Larkin et al., 1980) han demostrado que la utiliza-
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ficacion adecuados.

Nadie duda acerca de la necesidad de una estructura de cono-
cimiento adecuada para la solucion de un problema. Sin embargo,
no todos los investigadores se ponen de acuerdo acerca del rol de
los heuristicos en el proceso de solucion. Este articulo es el inicio
de una investigacién con el objetivo de evaluar la importancia de
este metaconocimiento en la solucién de problemas. Asi pues, va-
mos a revisar brevemente la literatura publicada sobre la efectivi-
dad del entrenamiento en heuristicos para la mejora de la habilidad
de solucién de problemas y, posteriormente, presentaremos una
tabla de heuristicos muy utilizados en mateméaticas junto con una
evaluacion llevada a cabo por una serie de licenciados en matema-
ticas. Desde el punto de vista aplicado, esta evaluacion tiene utili-
dad como guia para la elaboracion de un futuro programa de
entrenamiento y para la experimentacion en el desarrollo de un
curso optimo en este entrenamiento en solucion de problemas. En
este sentido, la deteccién del valor diferencial atribuido por exper-
tos a los distintas dimensiones de los heuristicos permitira deter-
minar aquéllas que manifiestan valores de utilidad mas grandes y
en las que, por tanto, se debe incidir en mayor grado en un progra-
ma de entrenamiento. En cuanto a la experimentacion en entrena-
miento en solucién de problemas, esta primera aproximacion
ayudard a clarificar extremos relevantes cuya variabilidad debera
tenerse en cuenta como posible determinante del rendimiento.

1. La utilizacién de heuristicos en el entrenamiento en solucién de
problemas.

Un heuristico puede definirse como una estrategia de aplicabi-
lidad més alla de un problema concreto, pero especifica a un domi-
nio de conocimiento, cuyos efectos, de cara a su solucién, no estan
claramente definidos, aunque puede utilizarse junto con los recur-
sos de conocimiento y capacidades para coadyuvar a la busqueda
de la solucién. Mas concretamente, de acuerdo con Schoenfeld
(1985), «Las estrategias heuristicas son reglas empiricas para la
resolucion ecertada de problemas, o sugerencias generales que ayu-
dan a una persona a comprender mejor un problema, o a realizar
progresos de cara a su solucién» (23). Fue el matematico Polya
(1957) quien primero llamo6 la atencién sobre la importancia de
estas estrategias en la solucién de problemas. Polya enmarcaba la
solucién de problemas en cuatro fases: «Primero, tenemos que com-
prender el problema, es decir, ver claramente lo que se pide. Se-
gundo, tenemos que captar las relaciones que existen entre los
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Desde el punto de vista educacional «el problema» es la situa-
cion estandar tanto de aprendizaje como de prueba en materias de
tipo técnico, como fisica, quimica y matematicas. Sin embargo, y a
pesar de ello, la investigacion experimental y de laboratorio sobre
solucién de problemas en el campo de la psicologia del razona-
miento no ha comenzado a realizarse hasta muy recientemente.

Un punto de partida para llevar a cabo este andlisis tiene en
cuenta tres aspectos (por ej. Schoenfeld, 1985; Mayer, 1989). Pri-
mero, el conocimiento necesario del dominio especifico al que se
circunscribe el problema. Este conocimiento esta organizado de
forma jerarquizada y en forma de esquemas, de tal forma que
suministra al sujeto experto la tipologia de problemas en funcién
de los principios de conocimiento y, a partir de esta tipologia, sus
soluciones. En segundo lugar, y esto es mas discutible, el sujeto
experto posee un conjunto de reglas y estrategias, habitualmente
llamadas heuristicos, que han sido desarrolladas a través del en-
frentamiento con la materia, y que guian en el analisis y busqueda
de soluciones. Por ultimo, también son necesarias una serie de
habilidades para poner en juego unos procesos de decision y plani-

* Este trabajo ha sido realizado con ayuda del Programa de Proyectos de
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Promocioén de la Investigacion, PS94-0193.
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